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Théorie der Transformationen im R r , welche sich aus 
quadratischen zusammensetzen lassen. 

Von S. Kantor. 

" Boldness is caution in thèse circumstances. " 

Da imRaume von r Dimensionen (r >• 2) das Theorem, dass sich aile Trans- 
formationen der von den birationalen Transformationen gebildeten Gruppe aus 
einer einzigen Art solcher Transformationen (den quadratischen) zusammen- 
setzen lassen, nicht mehr besteht, so habe ich vor dem Eintreten in das directe 
allgemeine Problem es fur nutzlich gehalten, den umgekehrten Weg einzu- 
schlagen, nâmlich aile diejenigen Transformationen, welche die Zusammensetzung 
aus quadratischen gestatten, von den ûbrigen abzusondern, und hier treten jene 
in erste Linie, welche aus (SOf durch Zusammensetzung entstehen. Sie enthal- 
ten nur mit einer Beschrânkung die Théorie der birationalen Transformationen 
im B z , sie liefern nur eine unendliche Untergruppe von ihnen, indem jene nur 
jene Transformationen des R % zu verwenden sind, wo sich Parre gleicher Singu- 
laritâten zusammenstellen lassen, deren G-esammtsumme den Werth n — 1 hat. 
Hieran werden sich die aus (SOS) 2 allein und die aus (SO) 2 und (SG-Sf zusam- 
mengesetzten Transformationen schliessen. 

Die Frage nach den Periodicitâten jener Transformationen lâsst sich, wenig- 
stens ganz strenge fur die Characteristiken, auch fur den R r bis zu einem allge- 
meinen und durchgreifenden Aequivalenztheoreme fùhren, wie in den ersten 9 
Paragrafen dieser Arbeit gezeigt werden soll. 

§1. — Allgemeine Eigenschaften der Fundarnentalsysteme. 

Es soll nur fur den Augenblick und der leichteren Sprechweise wegen die 
Einschrânkung gemacht werden, dass bei der Zusammensetzung der zwei Trans- 
formationen (SO, S' G 1 ) 2 , (TD, T'D'f niemals ein Punkt T mit einer O incident 
sei. Dann besitzt die am Ende entstehende Transformation nur Fundamental- 
29 
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punkte und Fundamentalmannigfaltigkeiten von r — 2 Dimensionen. Ich werde 
die ersteren durchgehends mit S, die letzteren mit G bezeichnen. Es sei ferner 
s die Ordnung der einem Punkte S entsprechenden Mannigfaltigkeit CT r _j und c 
die Ordnung der einer G entsprechenden Mannigfaltigkeit V r _x. Jede solche 
Transformation hat den Grad n in den M r _ 1 gleieh dem Grade in den M x . 

Die quadratische Transformation G? hat einen invarianten Singularitaten- 
complex m = 2, yz=0,z=l, wo y die Vielfachheit in S, z jene in G ist. 
Denkt man sich daher eine M%_ x durch aile G der in Zusammensetzung tretenden 
Q % hindurchgehend,* so muss dieselbe invariant sein, oder anders gesagt, es muss 
die Gesammttransformation einen invarianten Singularitâtencomplex besitzen, 
der fur aile Punkte S die Vielfachheit y=0, und fur aile G die Vielfachheit 
g=l hat. Daher muss 

2w — 2c =2 oder Xc=2(n— 1) (1) 

sein. Q 2 besitzt ferner den invarianten Oomplex m=3, y= 1, 2 = 1 und eine 
Mf_ u welche durch aile S einfach, durch aile G einfach gehen wûrde, liefert 
daher 

Sn — 2s — Se = 3 oder £s = n — 1 . (2) 

Endlich besitzt die Q 2 den invarianten Complex m = 4, y =2, z= 1, woraus 
folgt 4 w _ 3 2s — Xc = 4, was sich auch aus (1) und (2) ergibt.f 

2. Ein Bûschel von B r _ 1 und das Bûschel ihm entsprechender M£_ 1 liefern 

eine Q^tï, welche durch die sâmmtlichen S und G ebenso oft wie die M?_ x 

hindurchgeht und welche durch die Transformation einer £1^+1 derselben Durch- 

gânge im zweiten Système entspricht. Denn jene £ï?+i ist der Ort der Punkte 

p, deren Geraden pp' in einem B r ^i jenes Bûschels enthalten sind und die 

zweite fl"-] 1 ist der Ort der zugehôrigen Punkte p'. Daraus folgt, wenn mit 

a, y die Vielfachheiten der M?_-y in den Punkten S und den Mannigfaltigkeiten 

G bezeichnet werden, 

(n+ l)n — Xos — 2<yc=n + 1. (3) 

*TTeber die bei Verwendung dièses Kunstgriffes nothwendige Vorsicht cf. Note I zu meinem 
Bûche: " Théorie der endlicheu Gruppen von eindeutigen Transformationen in der Ebene." Berlin, 
Mayer & Millier, 1895. 

tDasselbe Verfahren kann man in der Ebene fur die Herleitung der arithmetischen Relationen 
verwenden, welche bei einer aus Q 2 zusammensetzbaren, also bei jeder, birationalen Transformation 
gelten. 
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Da man durch Specialisirung auf r = 2 die Formeln fur die Ebene finden muss, 
so kann man aussprechen : 

Theorern I. — Jeder Punkt S hat eine entsprechende Fundamental — £^._ 1( deren 
Ordnung s gleich seîner Vielfachheit <y fur die homaïoidalen M"_ x ist, und jede G 
hat eine entsprechende Fundamental — F r _ 1; deren Ordnung e das Doppelte seiner 
Vielfachheit y fur die M?_ x ***• Also <* = *» G= %Y unc * aus ( 3 ) 

« 2 — 2<r 2 — 22y 2 = 1 . (4) 

Die Mr-\ mûssen p = 0, p a) = . . . . p = haben, es mûssen also die Mr-i" 1 
durch die /S"~ r+1 und G y ~ l gerade die Dimension w = liefern, was sich auch 
mittelst der auf B r verallgemeinerten Nôther'schen Formel aus Ann. di Mat. 
ser. 2. t. V ergeben mûsste. Leider ist fur eine solche Verallgemeinerung noch 
nichts geschehen. 

(4) mit den in neuer Q-estalt geschriebenen Formeln (1) und (2) liefern nun : 
Theorern IL — Fur die Ordnungen der Abfalls — M r _ 1 bestehen die Belationen: 

X<y=n — 1, Sy = n — 1, %a* + 22y 2 = w 2 — 1 . 

3. Da keine Abfalls — U r ^ x oder V r _ t eine Ordnung >w haben kann, so 
folgt sofort, dass die sâmmtlichen Zahlen y < — - sein mûssen. 

Die unendlich nahen Punkte eines Punktes S sind eindeutig auf die ent- 
sprechende Fundamental — £7r_i abgebildet. Hiebei entsprechen aber wegen 
der mit dem Begriffe der Transformation verknùpften Stetigkeit den Punkten 
einer TJ r .. x in der Nâhe am S die Punkte jener TT r _ x in der Nâhe des der C7" r _i 
entsprechenden Punktes S'. Also folgt : Geht die einem Punhte S entsprechende 
Fundamental — TJ' r _ x durch $' mit der Vielfachheit o ile , so geht die dem S 1 ent- 
sprechende Fundamental — U r —i durch $ mit derselben Vielfachheit p ik . 

Man kann sich nicht desselben Schlusses fur die Durchgânge der TJ[_ X durch 
die O oder der F r '_ x durch die S' bedienen. Allein aus den Resultaten fur die 
Ebene erhâlt man durch die Zusammenfassung je zweier Fundàmentalpunkte zu 
einem G: 

Theorern III. — Geht die einem Punhte S entsprechende Fundamental — UJ-i 
durch G' mit der Vielfachheit a iK , so geht die der G 1 entsprechende V r _ 1 durch S mit 
der Vielfachheit 2o ilc . 

Geht die einer G entsprechende Fundamental — K'-i durch S' mit einer Viel- 
fachheit t ik , so geht die der S' entsprechende U r ^ 1 durch G mit der Vielfachheit 
**:2. 
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Geht die einer G entsprechende Fundamental — Yl-\ durch C mit einer Viel- 
fachheit v ik , so geht die der G entsprechende U r _i durch G mit der Vielfach- 
heit v ik . 

Daraus folgt dann auch, dass die Vielfachheiten * ik , mit welchen die F r _i 
durch die Punkte S hindurchgehen, in beiden Systemen gerade Zahlen sein 
mûssen. 

4. Nun beweist man ganz allgemein, dass in einer birationalen Transformation 
des B r die Fundamental — Z7 r _i, welche einem Fundamentalpunkte entspricht, 
in der Jacobischen Mannigfaltigkeit des homaloidalen, r-fach unendlichen Sys- 
tèmes (r — 1) mal zu zahlen ist, so dass (r — 1) 2s + 2c = (r — 1) (n — 1) 
+ 2 (n — 1) = (r + 1) , welche Zahl wirklich die Ordnung der Jacobischen Man- 
nigfaltigkeit im B r ist. 

5. Ebenso beweist man allgemein, dass die Jacobische Mannigfaltigkeit* in 
einem c-fachen Punkte der M?__ x einen (r -f 1) a — (r — 1) fachen Punkt und in 
einer y- fachen M r _ s eine Vielfachheit (r + l)y — 1 besitzt. Wegen des in 4. 
benutzten Umstandes folgen also die beiden Relationen : 

(r-l)2p^+2^=(^+l)^-(»--l). ( 6 ) 

(r- 1)2^ + 2^= ( r + !)^- !• ( 7 ) 

k k 

6. Diejenigen Singularitâtencomplexe, welche zu den U r _ x gehôren, 
stimmen genau mit den Singularitâten der bezûglichen Fundamentalcurven in 
der Ebene ûberein, wàhrend die Singularitâtencomplexe der F r _ 1 erhalten 
werden, indem man je zwei Singularitâtencomplexe von Fundamentalcurven 
gleicher Ordnung in der Ebene addirt. Damit berechtigt sich der Schluss, dass 
fur jede einzelne U r _ 1 mit Bezug auf ihre Singularitâten in den S und den G gilt : 

2p«+2 <r «= 8<r *— ! ( 8 ) 

i i 

und fur jede einzelne V r _ x mit Bezug auf ihre Singularitâten in den S und den G: 

2> !K +22X=3 rfc =2. (9) 

i t 

* Man kann sich hierzu irgend einer der bisher nur fur die Ebene angewandten Methoden bedienen. 
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7. Die fundamentalen linearen Substitutionen, welche die durch dièse Trans- 
formationen bewirkte Verwandlung der Singularitâtencomplexe ausdrûcken, 
sind 

rn' = nrn — Xy.a* — 22y.y k ,\ 

y'i = sm — %y.p ik — 2Ss .a* , > (10) 

z£ = cm — %y.* ilc — ZXz .v ik , J 

und dieselben Iassen ungeândert die beiden Formen 

m*-Xtf— 22a 2 , (11) 

Sm —Xy — 2%z. (12) 

Hier sind mit m, y, z Ordnung, Vielfachheit in S und G fur eine willkùrliche 
Varietât bezeichnet, mit m', y', z' das entsprechende in R 1 . 

Man beweist dies eben damit, dass die quadratische Elementartransforma- 
tion dièse Formen, genommen mit nur einer Variabeln y und einer Variabeln z 
ungeândert Iassen. Die Zusammensetzung mehrerer Q 2 drûckt sich dann fur 
(10) in einer Vermehrung der Variabeln y und z aus, und da jede einzelne je 
eine Form wie die in (11) ungeândert lâsst, so kann man fur jede einzelne die 
Formen in mehreren Variabeln sehreiben, indem dann die ùbersehûssigen Varia- 
beln gemâss y[— y i} z' k = z k ûberhaupt ungeândert gelassen werden. 

Aus den Formeln (11) folgen dann die quadratischen Relationen fur die 
Coefficienten der Substitutionen (10), welche man fur die Ebene ausfùhrlich 
kennt. Ich schreibe sie nicht auf, hebe aber besonders hervor, dass sie hier im 
B r constatirt sind, ohne auf den geometrischen Ursprung gegrûndet zu sein, wie 
in der Ebene, nâmlich nicht auf die Formeln fur das Geschlecht p und die 
Dimension u angewendet auf das homaloidale System. 

8. Auch die Relation (4) kônnte aus der Zusammensetzung mittelst der Q % 
hergeleitet werden, da sie fur die einzelne Q 2 gewiss gilt. 

9. Theorem IV. — In beiden Systemen besteht diesélbe Anzahï Punkte S und 
dieselbe Anzahl MannigfàUigheiten G '. Dieser Satz ist eine unmittelbare Fdlge des 
Bestehens der Substitutionen (10) und ihrer Zusammensetzbarheit aus den ele- 
mentaren Q % . 

Die Punkte S theilen sich in Gruppen gleicher Vielfachheit und ebenso die 
G fur sich. Wie in der Ebene sind auch im R r die Zahlen a i} welche den Umfang 
dieser Gruppen angeben, in beiden Systemen dieselben, die Vielfachheiten i 
kônnen aber in den zwei Systemen verschiedene sein. 
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Wie in der Ebene ist auch im B r eine Beziehung zwischen conjugirten 
Gruppen der beiden Système vorhanden, welche dadurch definirt wird, dass die 
zu allen S oder G einerGruppe gehôrigen Fundamental — U r -i oder V r _ 1 durch 
aile S' oder G' gleich vielfach hindurchgehen, mit Ausnahme der S oder G der 
conjugirten Gruppe und dièses so, dass es in der conjugirten Gruppe stets nur 
einen S oder G gibt, der sich von den anderen unterscheidet und wie in der 
Ebene gilt, dass dieser Unterschied fur die G gleich ± 1 ist. Dagegen ist er fur 
die Durchgânge durch die S gleich ±2. Prâcis ist noch festzusetzen : 

Die Gruppen gleich vielfacher S sind stets conjugirt Gruppen gleich viel- 
facher S' und jene von G denen von G'. 

Um den Satz zu beweisen, muss man auch fur die Ebene sich auf eine 
genauere Art ûber die Entstehung der conjugirten Gruppen bei der Zusammen- 
setzung der Transforrnationen mittelst G? klar werden, indem die Hauptpunkte 
der hinzutretenden Q? auf die Gruppen der bestehenden Transformation ver- 
theilt. 

10. Einem Punkte einer Fundamentalmannigfaltigkeit G entspricht eine 
Fundamentaleurve, welche die Ordnung y besitzt, wenn y die Vielfachheit von 
G fur die M^_ x ist und welche durch die S' so oft geht, als deren U r _ 1 durch G 
geht und die G' so oft trifft als die Vielfachheit von deren U r -x in G ist. 

Fur die einzelnen Fundamentalcurven gilt in Uebereinstimmung mit der 
Ebene 

Sr + Si>=3y— 1, (12) 

wo r, v die Durchgangszahlen fur eine und dieselbe Fundamentaleurve sind. 

11. Theorern. V. — Die hier behandelten Transforrnationen haben in Bezug auf 
die Mannigfaltigheiten Mi aller Dimensionen i dieselbe Ordnung oder mit anderen 
Worten : Sie haben aile r — 1 Ordnungen unter einander gleich. 

Wie ich in meiner Note Rend. Ist. Lomb.* erwâhnt habe, sind die funda- 
mentalen linearen Substitutionen fur aile M t von i — 1 bis r — 2 dieselben fur die 
elementaren Q*. Durch irgend welche Zusammensetzung mit QJ ândern sich 
daher die Ordnungen aller Mi, i= 1 bis r — 2, in gleicher Weise, und da die 
Ordnung fur i = 1 gleich jener fur r — 1 (nâmlich gleich 2), so werden fur aile 
Mi die Ordnungen stets gleich bleiben. Die linearen Substitutionen fur die 

*31. Mai 1894. 
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Verwandlung der J/ i (*= 2, . . . . , r — 1) sind immer gleich (10), jene fur die 
Verwandlung der M x haben die a unteren Coefficienten 1. Colonne gleich. 

12. Wâhrend sich die Relationen fur die Vielfachheiten der G mit Leicht- 
igkeit herleiten lassen, ist es viel schwieriger, etwas Allgemeines ùber die Ord- 
nungen der G zu sagen. Es ist aber wenigstens ersichtlich, dass die Summe der 
Ordnungen aller G stets dieselbe bleibt, wenn man die Ordnungen der durch 
die aussergewôhnlichen Begegnungen von G entstehenden Fundamental D r _ % 2. 
Species mitzâhlt.* Nun ist die Summe der Ordnungen im allgemeinsten Falle 
2" + 1 — 2, also 2(«— 1). 

13. Theorem VI. — Wenn eine gegenwàrtiger Trans/ormationen eine M%_ x in 
sich trans/ormirt, derart dass die M%_ x heinen Punkt S enihàlt, so sind die in der 
Mr-\ enthaltenen Punhtsysteme gleichzeitig collinear. Denn der Schnitt mit irgend 
einem -R r _i wird in den Restschnitt mit einer M?_ x verwandelt, welche bereits 
die sâmmtlichen G' enthâlt, deren G-esammtordnung 2(n — 1) ist, u. zw. nach 
Formel (l), da in diesem Falle sâmmtliche G' quadratisch sein miissen. 

Oder man beweist es auch durch die Zusammensetzung aus <$. Man kann 
aus lauter solchen Gf zusammensetzen, welche ebenfalls Jf r 2 _i in sich trans- 
formiren und da jede einzelne eine Collineation hervorruft, so bringt auch die 
Bndtransformation eine Collineation hervor. 

13. Gleichzeitig mit 13. schliessen wir nun auch: Jedes Fundamentalsystem 
gegenwàrtiger Art lâssf sich im R r zu einer Transformation verwenden, welche 
eine i/?_ x in sich ùberfùhrt, derart, dass dieselbe durch sâmmtliche G und G' 
hindurchgeht. Hiebei sind nothwendig sâmmtliche G, sowie sâmmtliche G' vom 
zweiten Grade, also Jf r 2 _ g . 

15. Es gibt jedoch noch einen anderen Fall, wo sâmmtliche G und G 1 quad- 
ratische Gebilde sind. Das ist derjenige, wo sâmmtliche G durch ein und 
dieselbe Jf r 2 _ 3 hindurchgehen. Aber wenn zwei if r 2 _ 2 , welche eine G in einer 
und derselben M?_ 2 schneiden, durch Q % {S 0) transformirt werden, so liefern sie 
nur dann zwei J^!_ a , welche G' in einer und derselben M?- s treffen, wenn sie in 

* Hiebei ist unter Fundamental £),_ 2 t'-Speoies eine solche verstanden, deren Punkten Fundamen- 
talcurven oder Fundamental — Ma entsprechen, deren Gesammtheit nient eine TT r -\, sondern eine 
UJ_i durchlaufen. 
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M?_ 3 die Kegel S 2 G beriihren. Indem dies auf aile componirenden Q* ange- 
wendet wird, findet sich : 

Theorem VII. — Wenn sârnrntliche G (sowie andererseits die G') M%_ % sein 
soïlen, ohne in einer M$„ x enthaïten zu sein, so milssen dieselben durch dieselbe M?_ 3 
gehen imd in ihr einen gemeinsamen BeruhrungsTcegel M?_ x besitzen. 

Als einen Specialfall hievon kann man den betrachten, wo sàmmtliche G in 
zwei B r _ i zerfallen und aile dièse .R r _ 3 durch einen gemeinsamen B r _ 3 hindurch 
gehen. 

16. Ein ganz bemerkenswerther Fall von 15. ist dann der, wo die beiden 
M?^ 3 der zwei Système coincidiren und ausserdem auch die beiden Berûhrungs- 
kegel ûbereinstimmen. 

17. Indem nun zu dem Problème der periodischen Transforrnationen ùber- 
gegangen wird, sind die Characteristiken* zu bilden, mit welchen sich allein die 
gegenwàrtige Abhandlung beschâftigen wird. Unter " Characteristik " wird die 
Angabe der Coincidenzen oder Verkettungen der O oder S' mit den G oder S 
verstanden. Hier ist zunàchst wie schon bei den Q % hervorzuheben, dass eine 
Verkettung von Punkten S mit den G arithmetisch eingefùhrt werden und in 
einzelnen Fâllen auch Periodicitàt liefern kann, dass aber, wenn man, wie es das 
geometrische Abbild der Characteristik verlangt, die behufs Ueberganges der S' 
in die G und der G' in die S nôthigen Incidenzen von S' { mit den G auch in 
der Ausfûhrung der Tableaux mit berûcksichtiget, sofort "Wiedersprûche eintreten, 

*Ich will auf dièse Behauptung, welche ich in den Rendiconti Ist. Lombardo 31. Mai 1894 gemacht 
habe, mit einigen Worten eingehen. Wollte man die Characteristik S' in O, O' in S voraussetzen, so 
erhiolte man 

(S'Cn 3 , (S' 8 C' 2 CS) 4 , (C 2 SW S C') 5 , IS'CCPS*)*, (SC) 2 und fur S' in G, C"in O/in Skâme (S'C) 2 

(<7cv s*c'*y (c* c l '*s n c' i s)^c*c 1 n s / *c' i s*y(cw/ s s' 3 c /i s 3 ) s (cw 1 '>s ,i (y\sz)\o*c 1 ' 3 s / w' 3 s 3 ) 9 

{G^O/WC^S) 7 (CC^S'CS 3 ) 5 und fur S' in 8/ in CC" in G/ in S(S'C") 2 , (S^C^S^C/y 

(£/«Cy«,S,' J GV , Sf 2 a 2 ) , (#' 4 a'W*O / *S 2 0^ 

(S'tG'tS/tCx'sS* C 6 ) 22 andererseits fur S' in G, G' in S, H' in B\ (8' G'H'Y^S^G'GHH') 3 

(G 2 SG , H'S'Hy (G / 8HG)* weil Incidenzen wie (S'H)(SH') unumgânzlich sind. 

Aber keine dieser arithmetisch unanfechtbaren linearen Substitutionen entspricht einer auch nur 
denkbaren Characteristik. Denn wenn G' in S sich verwandeln soll, so muss es mindestens durch S hin- 
durchgehen, damit doch zunàchst seine Ordnung auf eins erniedrigt werde ; dann gehen aber die i(Ç_i 
bereits (in uneigentlicher Weise, wenn man will) aile durch S und transformiren sich also nicht mehr in 
-32?-!, sonder n in Jf,?_i, wodurch das Tableau bereits geândert wird. Fûhrt man es aber mit dieser 
Beachtung weiter, so gelangt man zu Widerspriichen, wie es in der letzten Characteristik hier vorher 
dargethan ist. 
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welche die principielle Undurchfûhrbarkeit solcher Char acte ristiken darthun. 
Es bleiben also nur jene Characteristiken zu untersuchen, wo /S" mit S, G' mit G 
verkettet sind. Da auch stets die S' zu den S, G' den G conjugirt sind, hat man 
also auch hier von einer Directrixsubstitution der Characteristik zu sprechen, 
welche aber hier stets intransitiv ist. Man erhâlt sie, indem man auf jeden 
Punkt S seinen conjugirten S' und auf diesen seinen Transformirten oder den 
conjugirten S' des mit jenem coincidenten S folgen làsst und ebenso fur die 
G' und G. 

§2. — Die Fundamentaîsysteme fur die ersten 17 Ordnungen. 

Dieselben werden abgeleitet durch thatsâchliche successive Zusammen- 
setzung von (#C) 2 -Transformationen. S ik ist ein i-facher Punkt und Je bezeichnet 
die Stellung in seiner Gruppe gleicher Vielfachheit, ebenso fur die G, und 
gewôhnlich sind S ik , iSh conjugirte Punkte. 

Ordnung 2 : ™ ; Ordnnng 3 : 1 £ • % • ; Ordnung *■%%%%, 

$3 Gl, 1 Gl, a G lt 3 m Orrlnnn cr K . $», 1 $2, 2 G%, 1 G it 2 .# 

Ûs^uHll'1,1 ^2,1^2,2^3,1^3,2 

g . 'S'a, 1 $2, 2 $1 ^2 @s . 84 $ n %, 1 &s, 2 ^1 . ^5 ^i, 1 61, 2 ^i, s ^i, 4 £% 5 . 
$2, 1 $2. 2 $ <7 2 G 3 S 3 S% C[, ! G lt s #3 ^ (7^ x (7^ s (7^ 3 G{, 4 O^ 5 

-7 . $J, 1 $}, 2 $3, 3 ^8, 1 ^3, 2 . $1 ^2^3 #2 #1 .4- 
' ^,1^,2^.3^,1^,2 ' -S^SWOT' 1 

g . SiS % SGi G % G x # SiSzG^Gx^G^iG-1,% . 8%, 1$, 2 S it 3ASiC 4 (7 3 # 

«5 «2 G s G 3> i C7 2> 2 . g . &4, 1 «4, 2 Gi G 3> i 6 Si 2 _ /Sg 2 C' 3) ! G s< 2 (7 1) i C/j^ 2 . 

iSÏ^COS,!^,' ' S^Sl^O^C',,,' S^G'^G^G^Cl,,' 

8i, 1 ^4, 2 ^^5 (7 2 , 1 ^2, 2 . ^4^3^ ^5 ^3 #1 . ^6 $3 @i #8 ^1, 1 ^1, 2 . 

SLiSLt&qoi,^,' syspoLoW ^^oc^c^g*,,' 

^5^2,1^2,2^5^2,1^2,2. S 5 8 é G é G 3 G 2 ^ SgSi G^ x (7 2 , 2 G 2> 3 (7 2 , 4 (7 . 

/Si /S4, 1/S4, 3 O G^ x (7^ 2 /S4/S5 (7 2 C3 C4 /S4/S5 <7i, 1 Ci, 2 <7] , 3 G h 4 (?5 

* Dies ist die erste Ordnung, wo aus einem ebenen Fundamentalsystem kein Fundamentalsystem 
des Rr abgeleitet werden kann, namlich aus (c 3 65 ^1 M «1 «2 »3 ) 5 der Ebene. 

t Von der Ordnung 7 an schreibe ich die Fundamentalsysteme des §3 nicht mehr an und ebenso 
nicht mehr von der Ordnung 9 an jene des §4. 
30 
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11: 

SiS 6 4 G 31 G 3ti , . „ # /Sg S 2 S 4 , 1 4 , 2 2 O , # 6 /Si $ 6 y 6 2) t Og, 2 O 
iSïiSÏ O' GL ,Gl ' ' S' S' S> G! , O' . O' « ' ,9' tf' tf' « O' , O' O 



S e S 4 5 2 , ! 3> 2 O, . /S^ /S^ i /S'a, a 5 2 (7 3 . S 4 S e G it t G it 2 Cj, i Oi, 2 . 

$S $4 ^5 0g, 1 02, 2 01 $2 $4, l $4, 2 04 ^5 0' ^8^2 03, 1 ^8, 2 03, 1 03, 2 



tf^Oâ'.i^' '-SïiSSiSS^! 6^,08 08' /S'/S^e-O^^'' 
/Sg ^ /% /S 1 6 G 3 2 _ /SÇ/SÎ 5 3 2 O x , S 5 Si S z 6 G 3 2 . S 1 /S'a, 1/%, 2 Os 03, 1 03, 2 . 
S&tSiSÏOCW SWCLCLCLCi' S'SÏSIG'G'C*' «1^,2^,1 a, 2' 
/S 5 /Sg/Si 6 3 Oi, 1 (7i, 2 . /Sg /S3 4 , ! 4 , 2 Oi, x O^ 2 0i, 3 . /Sg S 5 6 Ci, 1 C 1 ^, 2 Oi, 3 O,, 4 Oi, 5 . 
S' S 2 SgG z G' 4 , x 4 , 2 /Sg/Sg Oi, 1 G{, 2 3> j 3 , 2 G 3i3 S S{ G' (7 2 , ! (7g, 2 (7g, 3 2) 4 (7g, 5 

/Sg/SgO, 3 , 1 3 , a O . /S^/Se 4 , 1 4 , 2 3 . . _ S 6 S 4 S 2 G 6 4 2 . /Sg, i/Sg, 2 2 , 1 (7 2 , 2 2 , 3 6 . 

SSOÏCSU^ 2 0' ' ##(7^ ci, os ' ' WMO^ ' M^iO^^ ' 

^3 ^4 05 03, 1 03, 2 01 . ^8^4 06 04 01, 1 01, 2 01, 3 . $, 1 $j, 2 04, 1 04, 3 04, 3 . 
/S 4 /Sg O 3 , ! Og, g 5 /Sg /Sio O Og 3 , i 3 , 2 3 , 3 /Sg, i/Sg, 2 04, l 04, 2 04, 3 

14 . S 7 S i S i G 1 C 3 G 2 G , /S' /Si, i/S^, 2/S4, 3 0g, i0 6 , 2 0i . /S 2 /S 4 /Sg/S'0' 7 4 0g . 
' # zSi/Sgtf'C^ 0J ' /S^', ^ A % Gl x ^, .0? ' -SiOTW Oï OS ' 

/Si /Sg/Sg 7 4 Oi, 1 01, 2 . $5, 1 /S^, 2/S* 2 , 1 2 , 2 08, 3 0? . 

/SiO/Sg/S' 2 0^ 4 , 1, 4 , 2 /S'g, i/Sé, 2^ 02, 1 2 , 2 2 , 3 07 

/S, /Sg 7 Oi, ! Oi, 2 01, 3 0l, Oj 4 , 5 01, 6 . $8 /%, t /Ss, 2 /Si 6 4 3 , /Sg/Sg/SgOg O3, 1 2 , 2 . 

/Si 2 /3' Oi 2 , 1 Og', 2 O2, 3 2 , 4 2 ', 5 2 , 6 /Sg /S^, 1 Si, S S 3 G' Og O7 /Sg/Sv 0' 2 Og, ! O5, 2 

S g SiSG 5 G it i0 4 , 2 , S s SiG 5 Gt 2 , 1 2 , 2 . 'Ss ^4, 1^4, 30? 04 02 . 
S 3 SiS e 0, 3 , 1 3 , g S' 6 S!, G' Og 3 , 1 3 , 2 /Sio/Sg, i/Sg, 2 3 4 Og 

/Si/Sg Og 8 , 1 O3, 2 Oi . /Sg/Sg /S^ 6 5 2 , /Sg /S^ /S'a 5 , 1 5 , 2 O3 . 
Si S 9 4 Og, 1 2 , g O5 . /Sg /S 5 /% Og 5 2 /b 8 /S^/Sa 5> 1 5 , 2 O3 

'S'iO ^3 04, 1 04, 3 03 02, 1 08, 2 . $1$S 03, 1 03, 8 03, 3 02, 1 02, 2 . ^9 $4 04, 1 04, 2 04, 3 . 
S 1 /Sio Oi_ i Oi, 2 3 4 , i 4 , a /S5 Sg Oi, 1 Oi, 2 01, 3 05, 1 05, 2 S 3 S 10 3 , ! O3, g Og, g 4 
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. S 3 S i S z G 1 GiG 2 G , /Sg/SgOyOg, !0 2i a 2 , 3 0i , /Sg/Sj, i^j 2 , 2*%, zG^GiC 3 
/Sg/S^/Sg 7 4 2 /Sg/SgOjOg, lOg, g0 2 , 3 0i /S^/Si, 1/S4, 2/Si, 3 O 7 0gO' 

/Sg/Si, i/Si, 20 7 0508 . ^10^405040303 . ^10^8, A 305, 105, 203, 103, 3 . 
$5'Sg, l/S'g, 2 O 7 030 4 S' 6 SgG'G 3 4 0g /Sg/Sg, i/S'g, 2 Oi, 101, 306, 106, 3 

/Sg/Si/SaOgOsO^ , /Sia/Sg 3i i0 3 , 2 3 , 3 3 , 4 0i, iOi, 2 . j g . SgSiS^SGgGiG^Gj^ , 
iSS^OJOJOg ' fl /SîoOÏ, iCÏ, 2 0i, 3 0ï, iCi ^ 2 ' ' SÏSISISG'G'GÏGI ' 

S 8 S i S s 8 0401, 101, 201, 3 , ^8^6^10802, 103, 808, 301 
/S V /Sa'/Sia0j[0 2 4 , 104, 204, 3 /S'g/Sg/SÏOgOg, iOg, 2 0g, 3 0ï 
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S g S 1 C 8 C h X G^ 2 G U 3 G h 4 C 1) 5 G lf 6 0i, 7 . 8 8 8», 1^2, 2$, 3$ CgO^ Cg . 
S'ySii X G' U x G' u 2 G' U 3 Gj t iG h 5 G ly e G x< 1 SiS^ 1/S4, 2$, 3^2 C{ CéCs 

# 5 /y 2 /Sg CgCgC!^ x (7 2< 2 . SioSiSyG^G^ X G^ 2 G x _ # 6 #9^ jC^ gCi, jC^ 2 C 7 , 
,<?',<?' su ni ni ru ni ' c 01 01 n' ni n ni' v wn' n< ni ni n* ' 

6 l> 8 ^ x C/j L/ 2 6i ! 6) 2 Aï ^>5^8 ^3 ^2, 1 ^2; 2 ^8 ^11^4 ^2, 1 ^2, 2 ^5, 1 '-'S, 2 ^1 

$$ ^2^8 ^8, 1 &S, %Q\ . $>$!, 1^2, 2 #8, 3^7^4, 1^4, 2 . ^6^4, 1^4, S^GgG^ # 
^^4^10^6 ^2, lCg, 2^6 ^3^4,1^4,2^4,3^^7,1^7,2 $1$6, 1M», 2^2 C3 ^4 Gg 

S i S f) 8 6 G s G i G s _ ^o/S'sCgC^CgCg _ /S^/Sg, i/S^ % GgG§G % # o 10 o 4 o 1 C/ 6 C' é> jC^ 2 Oi # 
WÏCSW # $^CJCÏCJ! ' ^^,^,^«7^' S'SiS'sG^.Gs^G,' 

S 10 S 3 S 2 G e G 5 G 3 G 1 < S g o i S 3 G 1 G 5 G 3 _ SgS^G^ \G 3% G % # ouo^C^ iC^C^ 1^2, 2^1 . 

iSï^cscscjc' TO^cçcr WW^cT ^^cï, 1^,2^1^,2^' 

S 1 8 6 8 % G 1 G 5 G 3 m SiaSiSyG^ X <7 6i 2 C 2 Ci > /$n$i O5O4, iC 4i 2^ 1 6' li 2 # 

^^^e^^^T ^2 ^5^4 ^2, 1^2, 2^3^8 ^3 $13 C"Cg, 1^3, 2^4, 1^4, 2 

$6 ^9^6 ^4, 1^4, 2 ^1 . ^6, 1^6, i^G^G^ X G X< 8 . «8^5^2^6, 1^6, 2^3 . 
8'llSiGlG^ 1^3, 2^5 ^2, 1^2, 2^1^2^3^5, 1^5, 2 ^8^5"2^6, 1V6, 3C3 

S 6 S 5 S i G 1 G e G s _ /S' 8 /$' 6 /$' CgC^ . $2^3 ^4, 1^4, 2^4, 3^1, lQ, 8 Cl, 3 . 

Og/Sg^C^CgC, S' 4 S' 5 S' 6 G 3 G^ S 3 S' 12 G' h x G lt 2 G h 3 C 4i 1 4i gC 4i 3 

$10$> C<PtP\, \@\, 2^1, 3^1, 4 . ^11^2, 1^2, 2^5, 1^5, 2C3C5 . 
S'% &\%W%Cz, \ n '%, 2^3, 3^3, 4 ^3 ^6, 1^6, 2^1, 1^1, 2C6^7 

1 7 . $8$i, 1^4, 2^4^4, 1^4, 2 . SiqS^G^G^G^G # 012/S4 (7 5i 1 C' 5< % G 3 G % G # 
■^ii^^i^/ ^ ^^<7^C"' ^^0^,1^,2^^' 

^6, 1^6, 2^2, 1«2, aG 8 G e G 2 # 12 2i !0 2 , 2^5, 1^5, 2 ^3, 1^3, 2 . 
"6, 1^6, 2^2, 1^2, iGgG 6 G % A4 A 6i !W 6i 2^1, 1^1, 2^7, 1^7, 2 

£io$5 (7 6( !(7 6i 2^ 1 (7 li 2 C^ t 3^ 4 _ /Si o 6 C 5i jO^ 2C5, 3^1 . 
S % S u C Zi 1 (7 2) 2 C/ 3) -fi^ 2 G 3t 3 G S< 4 /S 6 wioC 3) x (7 3) 2 6 3< 3 6 7 

^0^6 Q-fiiPlPx, 1^1, 2 . ^12^4 ^4, 1^4, 2^4, 3^4, 4 

$4 ^12 G[G' % G 3 Gs t X G'^ 2 SiS n G it x G it % G^ 3 G it 4 

§3. — Die periodischen GTiaracteristihen des Fundamentalsysternes 
($ n _i C% 1 Ci, » • • • • Ci, „_i) ra . 

Theorem VIII— Die Gharacteristik S 1 in S, (Ci, 4 C/, 4 ) [» = 1 , n — 1] 

ïs£ aperiodisch, sobald n > 4 . 

Man kann die successiven Transformationen aufstellen, kann aber auch den 
Beweis auf Theorem XII und V des IV. Th. §7 der Preisschrift basiren oder 
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man kann auch die characteristische Déterminante der linearen Substitution 
rechnen. Hieraus folgt dann, da die successiven Ordnungen und Vielfachheiten 
sich nicht ândern, sofort auch 

Theorem IX. — Die Characterislik S' in S, (C ia C h ti ) . . . . (C h n _ x G' h inl ) ist 
aperiodisch, sobald n > 4 . 

Die Characteristiken S' in S[ in . . . .S fur n = 3 , 4 werden bei den cubischen 
und biquadratischen Transformationen behandelt werden. Es bleiben die Char- 
acteristiken (SS 1 ) , G'^i in ... . (C' ït i) hi = G K j. ûbrig, wo i= 1, .... n — 1; 
& = 1 , .... n — 1 , die h t willkûrlich sind. 

Theorem X. — Die Characteristiken (SS') , C' h , in . . . . G u h sind periodisch fur 
jede Permutation der i, k und aile môgliahen Werthe von h t und der Index ist dos 
Doppelte des khinsten Multiplums aller h t -f- 1 . 

Die successiven Characteristiken sind sâmmtlich von der Art S ln ~ 1 , aS' w ~ 1 
und entwickeln sich derart, dass wenn \<^h % <C. • • • • <C^»-i> nach \ + 1 
Anwendungen die erste G x in das Fundamentalsystem eintritt, also die erste 
Keduction der Ordnung um zwei stattfindet. Nach T hi+1 tritt G uz ein und erst 
nach T s tritt ein Fundamentalsystem ein, welches sàmmtliche G{ yi , G Ui und ihre 
Einschaltlinge enthâlt und somit gibt T* 1 * Collineation. 

Die interne involutorische Characteristik T N hat also (SS')(C h { G' u t ) . Die 
characteristische Déterminante ist (x — 1) II (x hi + 1 + 1) . 

Theorem XL — Die Characteristiken (S/S'), G[ %i in ... . (G[ t ^ = G u k sind 
transponirbar in (SS 1 ) , G[ ti in .. . . (G' h t ) hi = G ut . 

Solange eine Verkettung zweier nicht conjugirter G, G vorhanden ist, kann 
man dièse Verkettung verringern, indem man eine S*GÎ < t (G' h i) 1 der Ordnung 3 
anwendet, welche jede andere Kette, in welcher G h t vorkommt, um ein Glied 
verlângert, bis die ganze Kette aufgelôst ist. 

Der Index der Characteristik ist also, wenn die Ordnungen der Cyclen in 
der Directrixsubstitution mit 4, . . . . l k bezeichnet werden, 2N, wo iVdas kleinste 
Vielfache von \, . . . .l k . Also folgt: 

Theorem XII. — Allé periodischen Characteristiken (SS 1 ) sind dwch (SC)* 
équivalent mit Characteristiken (SS 1 ) , G' lt { in . . . . G u t (i = 1 , . . . . n — 1) . 

Anmerkung. Fundamentalsysteme mit einem einzigen G gibt es nicht ausser 
(SGf. Denn es mùsste C n _ 1 enthalten, also die bezûgliche ebene Transforma- 
tion mùsste zwei (n — l)-fache Fundamentalpunkte besitzen. 
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§4. — Die periodischen Gharacteristiken der Fundarnentdlsysteme mit zwei G. 

Wenn nur zwei G vorhanden sind, so ist zu beachten, dass kein G eine Viel- 

fachheit > ~ haben kann, weil sonst die entsprechende V die Ordnung > n 

haben wùrde, was nicht sein kann, also mùssen fur ungerade n die Vielfach- 

heiten ~^~- , "~~ und fur gerade n mùssen sie — , — — — sein. Die Ebene, 

welche im 2. Falle den C» enthâlt (schematisch gedacht) ist also fundamental 

a 

und daher muss ihr ein Fundamentalpunkt /Si entsprechen. Das Fundamental- 
system ist fur die beiden R r symmetrisch und ferner kann kein zweiter Punkt /Si 
vorhanden sein. Die Faber, welche den Fundamentalpunkten S it i~^> 2, ent- 
sprechen, mûssten durch mehr als zwei G hindurchgehen, es kônnen daher die 
anderen Fundamentalpunkte nur doppelte sein. 

Im 1. Falle gibt es keinen einfachen Fundamentalpunkt und aus deraselben 
Grande nur doppelte Fundamentalpunkte.* Also : 

Theoretn XIII. — Die Fundamentaïsysteme mit zwei G sind fur 



n gerade G,, 
i 
n ungerade G„ _ x <7„_ 



■ n <7 n _ 2 SSg t x ^ 2 . . . . /%, ZJ=1 ) 

"* ~*~ y (14) 

•„_ 1 (7 n _ 1 /Sg i/Si » . . . . /Sg.'Lriî.l 



und jedesmal fur R r und R' r symmetrisch.^ 

Aus dem in der Einleitung Gesagten folgt auch, dass wenn dièse Transforma- 
tion besteht, die beiden G wirklich quadratisch, also Jf?_ 8 sein mùssen und sich 

*Nach Formel (13). 

t Die fundamentalen linearen Substitutionen sind : 
fur ungerades n, 

m'— nm — nxi — {n — 2)x 2 — S^/j — .... — 2y«-i 



x' 2 = m — ™ZzJL Xl — Vqilasz— Vl — — î^i, 

y{ =. 2m — 2»! — 2» 2 — Vi , 

yi-i= %m — 2x 1 — %x % — y„-i, 



(15) 



wo *! , 9! 2 , y x ,...., y n -i die Vielfachheiten in 0»_i, C„_i S 2 ,i, • ■ • S a , «jz± und die accentuirten jene 
im Baume R' r bezeichnen, und 
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in einer J^_ 8 schneiden mûssen. Daraus folgt dann, dass das Buschel von 
oo 1 M?_! durch dièse beiden G invariant sein muss. Das Buschel lâsst sich nun 
allerdings durch (SG) Z in ein Buschel von B r _ 1 verwandeln, aber die Trans- 
formation wird dann eine von ganz anderer Natur. 

Theorem XIV. — Die mit dem Fwidamentalsysteme (14) gebildeten Gharacteri- 
stilcen 

(°n °n\ (Cn-zGJ^V S' in . . . . S, % 4 in . . . . Sl\ (»= ! 1 ^ 1 ) > 

(^.i^i), [O n __ li Gi__ 1% yS^ i in....S^ i =S i<ki (»=l ^jll), 

(^z!,i^z.i, 2 ), (^îd j^,i)' ^*> i m ' ' ' ' ^ %i =Z ^ Ài f* == !>•••• — 2 — ) ' 

stwd periodisch und aber reductïbel auf niedere Ordnung, falls nicht stets %,i = i. 

Beweis. Die Transposition / G n S^ A % liefert im Falle (G n G n _ % \ die Funda- 

mentalsysteme C^_ 4 Gl_ 2 /S' $, 2 • • • • ^,«- 2 in G' n G'S'S^ i . . . . $, «zzi, also 

—g- — JT 2 # # ' 2 

direct Réduction, wenn $ ai j in eine Coincidenz obiger Art eintritt ; ist aber 
Verkettung vorhanden, so kann man durch / G* G n _ 2 S£ t t (/ff//i) 2 ) 4 ziinàchst Yer- 

kùrzung der Verkettung hervorbringen und dann neuerdings die Transposition 
anwenden. In den anderen Fâlïen geschieht die Réduction analog durch (GGS) 3 
oder (G 2 G 2 S*Sy. 

Theorem XV. — Die mit dem Fundamentaïsy 'sterne (14) fur n gerade gebildete 
Gharacteristik 

(CLGL =3 )(G ! ^ 1 GL), S' in.... S' h = S,SL t in .... fl'* = /$£,* 

\ 2 2 A 2 2 ' 

/• - W— 1\ 
(.= 1, ï~) 

ist, wenn auch nur ein à* =£ i, stets reducirbar auf niedere Ordnung. 

fur gerades n , 

m'=- nia— n % t — (n — 2)x 2 —2y 1 — . . . . — 2j/„_ 2 — z, " 

*~2 ' 

-Î = V— ^" î=i..- ,,-...- 4», )- (16) 

2/1= 2m— 2»!— 2a; 2 — »i, 

Vn-i— 2m— 8»!— 2aî 2 — £/„_ 2, 

wo aîj , x 2 , y t ,...., j/„_2, « Vielfaohheiten in C„ C n-z Se, i • • • & 2 , «-g , <S und x[ , x' 2 , . . . die entsprech- 

T 2 2 

enden in i2i sind. 
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Beweis. Auch hier wird die Transposition ( Cl Cl _ 2 S^ $/,Yf oder, falls 
Coincidenz vorhanden, sogar schon ( C„C M _ 3 /iS| il \ 3 , Réduction der Verkettung 

bez. weise Réduction der Ordnung lie fera. 

Theorem XVI. — Die Characteristïkm aus XIV (1. Fall) und XV sind reduc- 
tibél, wenn auch S% t i in . . . . S ', S' in . . . . S Zi k stattfindet. 

Der Beweis erùbrigt nur fur %■=. h. In XIV fûhren genau dieselben Trans- 
positionen zum Ziele, nur ist die Verminderung der Ordnungen eine geringere ; 
desgleichen in XV. 

Theorem XVII. — Die Characteristih lC n Ci] mit irgend weïcher Ergànzung ist 

stets reductibel in der Ordnung. 

Demi (C n DY> wo ein gewôhnlicher invarianter Punkt ist, liefert R r -\ in 

(CnDV in (C!J) \ n in {C' n ^ Y* -1 und die neue Characteristik hat 

( C n _ x C' n _ 1 ),.... weil der Cyclus, in welchen die Ebene C n eintritt, erhal- 

ten bleiben muss. 

Theorem XVIII. — Die 3. Characteristik aus XIV wird reductibel in der Ord- 
nung, weïches immer die ûbrigen Theile seien. 

(C n _ x Sltf liefert (<7 B Cf 2 CT^i, • • • .\" +1 in (#T 9 oS^i • •• .f" 1 . 

also eine Verminderung der Ordnung um 1 und Umsetzung in die Classe mit 
geradem n. $/, i wird der Punkt /Si, welcher erscheinen muss. 

Theorem XIX. — Die Characteristiken aus XV sind irreductibel in der Ord- 
nung und periodisch mit dem Index 2N, wenn durchwegs \ = i und N das kleinste 
Multipluni aller Zahlen h t -J- 1 und der Zahl h + 2 . 

Beweis. Man erreicht ihn durch wirkliche Aufstellung der successiven T. 
Dieselben sind offenbar sâmmtlich von demselben Pundamentalsysteme, nur 
anderer Ordnung, welche sich erhôht, bis bei T bl + 1 (wenn A x < ^ 2 <. . . ,<h n _À 

oder T h+1 der Punkt S Ztl oder S in das Fundamentalsystem eingetreten ist. 
Wenn (S/S') vorhanden ist, so werden die Fundamentalsysteme in dieser ersten 
Abtheilung der Reihe stets abwechselnd von ungerader und gerader Ordnung 
und beim Bestehen der Coincidenz (/S/S 7 ) wird die Differenzenreihe der Ord- 
nungen in dieser 1. Abtheilung n — 1, n — 1, n — 3, n — 3, n — 1, n — 1, 
n — s, n — 3, ...., die Vielfachheiten der Punkte S' bilden die Reihe 1, 2, 
1, 0, 1, 2, 1, 0, 1, 2, 1, 0, 1, 2, ... . u. zw. nicht nur bis zum Eintritte des 
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ersten S 2 , sondern bis zu Ende, sodass ersichtlich der Index der Transformation 
durch 4 theilbar sein muss. Dass er ausserdem durch 2N theilbar sein muss, 
folgt wie beiden Ionquièresschen Transformationen mit (ab) und ebenso auch, 
dass stets die kleinere der beiden Zahlen, welche = mod. 4 ist, der Index ist. 

Im allgemeinsten Falle sieht man, dass iS' .... S Bestandtheil einer Kette 
ist, in welche nur noch die B r _ x von C, G und die M*_ i: (C'CS'f, (CCS' 1 )*, 
.... (G'GSy eintreten, also von der Ordnung 2 (h + 2). 

Theorem XX. — Die 2. Oharacteristik aus XIV ist irreductibel in der Ordnung 
und periodisch mit dem Index 2N, wenn JV das hleinste Multiplum aller Zahlen 
h t + 1 ist. 

Die successiven Transformationen sind stets von ungerader Ordnung und 
abwechselnd von der 1. oder 2. Form aus XIV, sodass T N von der 1. oder 2. 
Form wird, je nachdem JVungerade oder gerade und T %N eine Collineation wird, 
in welcher das involutorische Paar C x ,\ in C li3 in G hl bereits zur Identitât 
zurùckgekehrt ist. 

Theorem XXI. — Fur n gerade und > 4 ist Cl in G^, C' n _ 2 in C n _ z , (S 2 , i$», 1) , 

(S/S 1 ) aperiodisch. 

Manfindet fur n— 6, also G' z in 0„ 0' % in (7 g , (^i^,)(^,^J, (Stf) die 
successiven Transformationen (3,. 2,. 2, 2, l) 6 (13, 3, 8, 2, 10, 10, 6) 87 , (42, 13, 26, 8, 

34, 34, 21) m , (240, 42, 154, 26, 180, 180, 122) 501 , Hieraus ist nacb einem 

Théorème meiner Preisschrift* zu schliessen, dass umsomehr Aperiodicitât 
stattfindet fur die gleichgebauten Characteristiken fur n > 6 . 

Theorem XXII. — Fur n gerade und >• 4 ist G' n in G n , C„_ z in C„_ i nebst 

irgendwelchen VerTcettungen unter den S*, S' aperiodisch. 

Denn die Directrixsubstitutionf in XXI ist die fur die Periodicitât gùns- 
tigste und nach dem eben erwâhnten allgemeinen Théorème muss Verkettung die 
Aperiodicitât verstârken. 

Theorem XXIII. — Fur n gerade und >4 ist G' n in G n _ % , C' n _ % in G n , . . . . 

stets aperiodisch. 

Auch dies ist schon aus XXI zu schliessen, da die dortigen Verkettungen 

die gûnstigeren sind. 

Theorem XXIV. — Fur n gerade und >4 ist C' n in G £ , [ G n _ % C' n _ 2 \ mit irgend 

1 ~2 \ g~ ~~ï~ I 
welcher Ergânzung aperiodisch. 

*IV. Theil, §5. tCf. die Définition desselben in n. 17 des §1. 



2 M m 



C n _ 1 , . . . . sowie I C TO _! On-i \, On-i in C n _ x , . . . . mit irgend wélchen 
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Es genùgt wie so eben, den Fall w=6, Cl in C 3 , {C % Cl), (S h ^ i)> 
(%), a 8», a) > (88) zu behandeln in dem entsteht (3, . , 2, 2, 2, l) 6 , (9, 3, 6, 6, 6, 6) 19 , 
(18, 9, 14, 14, 14, 13) 42 , (30, 18, 24, 24, 24, 24) 73 , (45, 24, 38, 38, 38, 37) m , 

(63, 45, 54, 54, 54, 54) 163 , wo die 2. Differenzenreihe der Ordnungen 

8, 10, 8, 10, 8, 10, ... . wird, und daraus aile anderen Aperiodicitâten zu 
schliessen. 

Theorem XXV. — Fur n gerade und >4 wird l C n _ i Ch, C' n _ % in C n , . . . . 

stets aperiodisch. 

Denn die vorherige Characteristik ist ersichtlich gùnstiger. 

Theorem XXVI. — Fur n ungerade und^>5 sind C^_ 1 i im C n _ 1 . , C^—x , in 

Ergânzungen aperiodisch. 

Die 1. Characteristik gibt fur « = 7 die successiven Ordnungen 7, 37, 175, 
745, . . . . , wenn durchwegs Coincidenzen hinzutreten wie in XXI. Die 2. 
Characteristik hat ein den Ionquièresschen Characteristiken mit b in a ganz 
analoges Tableau und wird also fur n >5 aperiodisch. 

Indem noch aus XVIII hinzutritt, dass[(7 ra _] Cl_ x \ stets in der Ord- 

nung reductibel bei Erhaltung der Art des Fundamentalsystemes ist, folgt : 

Aile Characteristiken der Fundamentalsysteme (14) wird fur n^>5, wennperiod- 
isch, mit XIX oder XX àquivàlent. 

§5. — Die periodischen Characteristiken der Fundamentalsysteme 2. bis 5. Ordnung. 

1. Bereits in den Rendiconti des Istituto Lombardo 1894 konnte ich darthun, 
dass die periodischen Characteristiken von (SCf sind: (S/S 1 ), C in.... C; 
(CC), S' in Si C'mCS'in S; C in C[ in C, S' in S. 

2. Die Characteristiken von (/S' 2 C h i C u 2 ) 3 sind ebenso aus jenen cubischen 
Characteristiken der Ebene herzuleiten, in welchen die einfachen Fundamental- 
punkte paarweise gleich eintreten und b mit a verkettet ist. Dièse sind b in a, 
(aibj), (a 2 b 2 ), b 3 in a 8 , \ in a 4 , Index 8 ; b in V in .... in 5 (ft_1) in a, (a^ 
Index 2 (h + 1) und geben im R r 

S' in.... ^'< ft - 1) in S, (0i, !<?{, 1 ), (Ci, ,<7{, ,) , Index 2 (A + 1), 

#' in # ( 0i, ! 0Ï, , <7{ , in (7 1( , , Index 8. 

31 



236 Kantor: Théorie der Trqnsformationen im B r , 

Die erstere Characteristik ist im E r r > 2 nicht mehr einer mit (SS') âquiva- 
lent, da in der Ebene zu der bezùglichen Transposition nur (a 1 a 2 «3) a verwendbar 

war. 

3. Die Characteristiken von (/S 2 $ *7 2 Cx) 4 entstehen aus d 1 d 2 d s e 1 e 2 e 3 der 

Ebene. Diejenigen mit (C 3 Ci) oder (/S a /S 2 ) sind reductibel auf Q 3 ,* die mit (S 2 S{) 
und {C X C 2 ) auf Q\ ebenso (0,00 und (CiCJ). ($iS[)(C t C[) Ci in Ci, Si in ^ 
(2, 1, 2,., 2,.) 4 , (2, 2, 5, 2, 5, 2) 10 , (6, 6, 10, 5, 10, 5) 22 (10, 10, 16, 10, 16, 10) 37 , 
(17, 17, 24, 16, 24, 16) 58 , .... ist aperiodisch. Ebenso C' z in C 2 , (CiCQ, Si in S it 
(S x S{) wegen Preisschrift p. 251, (S,S[), Si in /Si, 0[ in C 3 , C^ in Ci (ibidem), 
#/ in 4, ((7,(70, #» in Ci. /Si' in # (ibidem) und Si in /%, S{ in jSi, 0J in lt 
(C 2 C[), wie die Entwickelung sofort lehrt. 

Fur das 2. Fundamentalsystem folgt aus der Théorie fur die Ebene, dass 
#3 in Si 1 in S 3 und Si in S 3 , C' h x in C hl , . . . . aperiodisch sind und 

Si in £ , ( 0i, x Cï, ,)( Ci, a ^, ,)( Ci. 3 C^, ,) Index 6 
hat. 

4. (^î^j^i^j) 5 liefert ohne Coincidenz oder mit einer Coincidenz 
wegen der Ebene Aperiodicitàt. Auch (S 2i 1 /S 2 ' 0, (/Si, 3/%' 2 ), C^ 2 in C 2t 2 , C 2 , x in 
C 2i i mit der Ordnungsreihe 5, 17, 37, 65, .... ist aperiodisch. (C Z)1 Cg (8 ), 
(C 2 , 2 C 2 , 2 ) oder ( g , x C 2> 2 ) ( 2 , a C 2 , 1) sind reductibel in der Ordnung durch 
(Si ! C 2 ! 2 , 2 ) 3 . (^ ! /S 2 . 1) ( Ci, ! 2f 1) ist reductibel durch (/Si, x C 2 , 1) 2 ebenso jene 
(£.' A','0( 4, 1 C 2 , ,) und (/Si, ^ ,)( C 2 , x d x) . (/S 2 , x^', .)( C 3 , xCl' ,) , Si x in $. , , <\ x 
in 2 , g mit den Ordnungen 5, 13, 29, 49, 77, ... . ist aperiodisch. Daher : Aile 
periodischen Characteristiken 5. O. sind reductibel auf niedere Ordnungen. 

§6. — Die periodischen Characteristiken der Fwndarnentalsysteme 6. bis 17. Ordnung. 

T fS^S C 2 , xC 2 , gCxV (^C 2 , x) a reducirt (C 2 . xC 3 ) oder (^ 8 ')(C 2 , ^ 2 ) oder 

' Wl,^^" (^ a ')(C 2 ,xCl, 2 ).— (/SiC) 2 reducirt (^ 8 ')(CC 8 ) oder 

(SjSiXOCD.-Si in # 4> /%' in S, (C^C' lfl )(C 2 , % C'^)(CCi) gibt (3,., 2,., 1, 1, 3) 6 

(8, 3, 8, 2, 5, 5, 11) 22 , (18, 8, 21, 8, 14, 14, 27) 56 , (42, 18, 42, 21, 34, 34, 61) 130 , 

( . ) 283 also Aperiodicitàt und umsomehr Si in S, Si in #4. — Si in S^ (SSi), 

(<7 2 ,iC 1 ', 1 ) ) (C h% Ci % )(CCi) gibt (3,., 2, 1, 1, 3) 6 , (8, 3, 8, 5, 5, 9) 20 , (16, 8, 17, 

17, 17, 28)", . .. .-W), 0M)(Oiûï.i)(OÏ.. ^ c.. i)(0S m c 2 , 2 ) gibt (2, 3, 1, 

1, . , 3, .) 6 , (9, 10, 3, 3, 1, 9, 3f, (22, 26, 9, 7, 3, 18, 9) 49 , (..) 118 , Aus diesen 

* Mit Q l (statt T) bezeichne ich eine Transformation i. Ordnung im Allgemeinen, wâhrend T l die i. 
Potenz allgemein bezeichnet. 



welche sich aus quadratiscTien zusammensetzen ïassen. 237 

ist a fortiori zu schliessen, dass aile ùbrigen irreductibeln Characteristiken 
aperiodisch sind. 

n (S&0%G*OV (S t G 9 y liefert (OÇS^C'Aîf reducirt also (0,0',) oder 
' \Sl8iO' G' S G'J ' (G 3 Oi) oder (0 % C' 3 ) oder (S, Si).- (S, C,)* liefert 
{OOÏCZSlSiy.-(S!C s C % y liefert (C£0'ALy.—(SlC 3 0) 3 liefert (C? C£ S? S?)\— 
(SlC 9 Cy> liefert (S£C£C£SSOy und reducirt (#$), (<TO. (CC^).— Aus (/S^), 
(^), (0,00, (0^), (71 in 2 ; (tf^), (M), (<7 8 <7i), (C^), ^ in 3 ; $ in 
S 4 , (S^S!,), (0 3 0[), (CjCj), (0 % G' % ), welche aperiodisch sind, ist zu schliessen, 
dass aile irreductibeln Characteristiken aperiodisch sind. 

In f^AA C 4 2 0i\ 8 0$C 4 ) 2 liefert (%'(% S'^f und reducirt (0 4 0/) oder 

' W^^CÎCy' (0,00 oder (SAl) oder (#$).— (CM), (0 4 00, 

(CiCtifàSDiStStiiSiSl) gibt (4, 1, 2, 4, 1, 2) 8 , (48, 6, 9, 12, 6, 9) 28 , (25, 16, 

20, 25, 16, 20) 63 , (42, 30, 36, 42, 30, 36) 109 , (64, 49, 56, 64, 49, 56) 170 — 

Ci in 4 , (0 % C' t ) t (O.Gi), (SA), (SA), AAl) gibt (4, ., 2, 1,4, 1, 2) 8 , (19, 4, 

11, 7, 22, 8, 11) 49 , (58, 19, 51, 30, 73, 34, 51) 170 , so dass aile irreductibeln 

Characteristiken aperiodisch werden. 

IV (SAG^xO^G,,^ (# 4 4 ) 2 reducirt (SA) oder (0 4 C£).— (S^i.f 
V SA Ci x Ci, , tf£ 3 G'J ' reducirt ( lf 1 C^ 2 ) (# 3 $) . — (# 00 2 reducirt 
(SAsXO^.-ds'y)] s(inS 3l (G hl Oi i )(G h2 0^)(G U3 Oi 3 )(G i O[) wird aperio- 
disch ebenso dièse mit (SA) Ci in 4 . — Aperiodisch werden ferner S' 6 in $, 
(##), .... und Cï tl in 4 , (0^00, ($$), (^A), (<?i, 2 ^, x )( ^1,3^,3) • 

So sollen der Kaumersparnis wegen von den ùbrigen 94 Fundamentalsys- 
temen des §2 nur die folgenden untersucht werden, wofùr nachher die Berechti- 
gung erwiesen werden soll. 

y (SAC 3 C 2a O z , 2 \ 8 (S 5 3 f reducirt (0 3 3 , ,)■-(# C,, x ) 2 reducirt (C 2 , ^ 3 ) 
' V^iCiq ^ ,/ ' (SA) oder ((7,, ,0' 3 , x)(SA)—AC>, i) a reducirt ($# 5 ) 
(^,1^,1) oder (S f A)(O ht Oi 1 ).-S' A iaiS t1 (SAl), (C 3 00, (0M0J, 0(0,,, #£,).- 
S' 3 in S 6 , (SAL), (G 3 G) t (0 a , x 3 ,0, (^, a ^, 2 ). 

VI (A A.CAiCmY (;S 4 , 1 C 4 ) iî liefert((7r^: i ^: 2 ^. 1 (74 2 ) 6 und reducirt 
"kA^^/i/ (0 4 00 oder AAOCCi^i.»), wàhrend $, x in 
tf 4>i , £ 4 , 2 in *U (0 4 0^), (0 2>1 C0, (C 2 , 2 C^, a ) und (^AK^u). ^ in C 4 , 
( G it 1 C 2i , ( G % 2 C 2> 2 ) aperiodisch sind. 

' ' fSÀGÂC^ 10 (SzOtf reducirt (SA) oder (GtOL) oder (O^XS A*)- ~ 
' \SACmcy ' (S t 4 )* reducirt (SA' t )-—Si in # 4 , S' t in tf 5> (<7 8 <7i), 
(0 4 00, (0 3 O 3 ) und $ in £ 5 , S[ in £ 4 , (0 2 00, (0 4 00, (C 3 C' 3 ) wird aperiodisch. 
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Vin (SAW^O^Y (S.G.f liefert (^'' <T ^ i <?£ 8 ) 8 und reducirt 

liefert (S? 0£ S? 0£ ,. G'^f und reducirt (iS^K * *)-— # in /Si, {S^) (G^ ,) 
(G 3<i G' i )(G 3<i Gs <2 ) sowie die Ch. mit zwei Verkettungen sind aperiodisch. 

" IX /SiS&iC^&y (S e <7 4 ,i) a liefert {S? S£ C^C^CÇ)" reducirt also 
' W^l, iCÎ. ,05^ ' (fl, ^)(C 4 , a Cï, x) oder {S,S',){G^ 1 G>, t ) oder ($&) 
(#«, l G' 9 ).—(S i G ii 2 liefert (S^C^C^O?) 11 reducirt also (#,$)(#„, ^ ,). Die 
ùbrigen Characteristiken sind aperiodisch. 

§7. — Z>as Aequivalenztheorem fur periodische Gharacteristïken. 

In der Frage der Aequivalenz bietet sich eine merkwiirdige Erscheinung 
dar. Da unsere Fundamentalsysteme und die aus ihnen abgeleiteten Characte- 
ristiken fur aile Râume B r , ?•= 2 eingeschlossen, gelten, so ist es, insofern arith- 
metische Relationen vorliegen, gleichgiltig, in Bezug auf welchen Raum die 
Untersuchung angestellt wird. Wiewohl nun die Ordnungen dieser adjungirten 
M r _ 1 in den verschiedenen Ràumen verschieden sind, nâmlich n — r — 1, und 
auch die jp-Formeln verschieden ausfallen, rnuss also doch das Endresultat in 
arithmetischer Beziehung fur aile r dasselbe sein. Mit Benùtzung dieser Unab- 
hângigkeit von r làsst sich die Schwierigkeit, welche fur r > 2 darin besteht, 
dass die allgemeinen Reductionstheoreme fur M r _^ vom Raumgeschlechte p = 
oder 1 oder 2, oder . . . . r — 1 fur r> 2 nicht mehr bestehen, wenigstens nicht 
mit solcher Bûndigkeit und nicht so durchgreifend, dadurch umgehen, dass man 
die Behandlung des arithmetischen Problèmes einzig und allein im R z vornimmt 
u. zw. an der in der Einleitung dieser Arbeit hinreichend définir ten Classe 
birationaler Transformationen. 

Das Theorem,* wonach jede periodische Characteristik in der Ebene unend- 
lich viele anallagmatische Singularitâtencomplexe u. zw. eines wilkûrlich 
hohen_p, gewiss aber eines p^>2, u^> 2 besitzt, gilt in Folge dessen auch fur 
die gegenwàrtige Classe. 

Theorem XXVII. — Die periodischen Oharacteristiken gegenwàrtiger Fundamen- 
talsysteme besitzen auch im R r anallagmatische Singularitâtencomplexe eines will- 
hurlich hohen Raumgeschlechtes p . 

*Cr. T. Bd. CXIV, p. 50. 

t Es ist zu beachten, dass die Gleichheit des arithmetischen und geometrischen p bei homaloidalen 
M r -i nur in Folge der Fundamental — M t hoherer als 1. Art eine Ausnahme erleiden kann. 



welche sich aus quadratischen zusammensetzen lassen. 239 

Die Formeln fur dièses Geschlecht sind ganze rationale Functionen der 
Ordnung m, der Vielfachheiten y, z in den S und G und der Ordnungen der 
M r _ 3 , in welchen sich die Fundamental — M r _ z G schneiden u. zwar derart, dass 
je hôher dièse Ordnungen sind, desto hoher (stetig folgend) die Zahl p wird. 
Mit Vernachlâssigung der Zusatzglieder den Beweis fûhren heisst also nur, den- 
se lben verstârken. Daim ist aber die leicht berechenbare Function p =/(w , y , z) 
von der Art, dass/(«îj + wi 2 , 2/1 + 2/2, z x + z s ) um Vieles grôsser als^ + p % und 
also gibt die Summe der sâmmtlichen Transformirten irgend eines Singularità- 
tencomplexes einen anallagmatischen Singularitâtencomplex von willkûrlich 
hohem p. 

Auch im B r ist ferner mit einem invarianten Complexe m, y, z auch sein 
adjungirter Complex invariant. Dieser ist m — r — 1 , y — r + 1 , z — 1. 

Aber eben wegen der erwàhnten Uebereinstimmung der arithmetischen 
Bigenschaften der Transformationen in allen B r folgt jetzt, dass jeder Singulari- 
tâtencomplex, welcher in einem B r invariant ist, auch in irgend einem anderen 
B fl , invariant ist. Insbesondere also sind die aus einem invarianten Complexe 
durch Adjunction von J^" -3 abgeleiteten invarianten Complexe auch in jedem 
B r invariant und allgemein gilt : 

Theorem XXVIII. — Fwr jeden in einer der gegenwârtigen periodischen Gharac- 

teristiken invarianten Complexe Icann rnan neue invariante Complexe herleiten durch 

Bildung der folgenden, wo i jede ganze positive Zahl, resp. jede solche <m + l 

bedeuten kann 

m — * — 1, y — *'+l, z — 1 



(17) 
oder m + * + l, y + t — 1, z-\- 1) 

in Jedem B r , insbesondere also in der Ebene. 

Dièse Complexe sind aber jedesmal nur im B t die nach der Théorie der 
algebraischen Functionen von r+1 Variabeln zu der M™_i "adjungirten." Es 
ist also auch in der Ebene nur fur i= 2 die Dimension u des Complexes (17) 
gleich dem p des Ausgangscomplexes. 

Theorem XXIX. — Sind in einer ebenen birationalen Transformation r lt r z , r 3 
die drei hôchsten Vielfachheiten in FundamentalpunTcten, so ist 



3[^Li]^n + r 2 + r 3 ^« + l 



Hiedurch ist das ursprùngliche Nôthersche Theorem (Math. Ann., Bd. II) 
genauer pràcisirt. Nach der Théorie der Maxima und Minima tritt die untere 
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Gràn'ze ein, wenn môglichst wenige, die obère, wenn môglichst viele Gruppen 
gleicher Vielfachheit vorhanden sind. Wenn nur 2 Gruppen u. zw. o^ oc^-fache, 
cr 2 a 2 -fache Punkte vorhanden sind, so ist fur oi^-Og, ai<Ca 2 . Denn aus a^x+G^a^ 
= 3 (n — 1) , c^af + o% a| = w a — 1 folgt a l a x (a 2 — a x ) = (n — l)(3a 2 — n — l) und 
c 2 a 2 {a x — a 2 ) = (n — 1 — 3a x ) , also a x a x :a^n % = [3<x 2 — {n + 1)] : [n + 1 — 3a,i] , 

sodass stets g^ > — t — , a 2 <^ — — — sein muss, wenn nicht a x = a 3 = 7" ist, und 
3 3 3 

wenn c^ < a 2 , muss wegen des 2. Quotienten auch <r a «! >■ tf 2 a 2 , also cs x verhàltnis- 

mâssig viel grôsser als a 2 sein. Daim lehrt die Discussion von a x + 2a 2 = n + 1 , 

dass et! = « — 1 sein muss. Fur 3 Gruppen wird stets r x + r % + r 3 ]> n + 1 . 

Also: 

Das Minimum in XXIX wird nur erreicht fur n= 2, 5, 8, 17 mit beziiglich 
ri, n, r,= (l, 1, 1); (2, 2, 2); (3, 3, 3); (6, 6, 6) und fur a x = n — 1, a 2 = 1 , 
Cj = 1, (7 2 = 2(w — 1). Das Maximum findet man durch Betrachtung einiger 
besonderer Classen. 

Theorem XXX — Ein Singularitàtencomplex, weleher durch eine birationale 
ébene Transformation gegenwârtiger Classe anaUagmatisch ist, muss stets so beschaffen 
sein, dass sieh diejenigen Singularitàten, welche sieh au/ Fundamentalpunkte der 
Vielfachheiten y beziehen, in Paare gleicher Vielfachheit ordnen. 

Denn jeder solche Complex ist auch anaUagmatisch fur die gleiche Character- 
istik genommen im R t . und da daselbst die G nicht zerfallen sind, so mûssen die 
Singularitàten in den y-fachen Punkten der Ebene paarweise zusammentreten 
kônnen zu einer einzigen (7-Singularitàt. Der Satz kann aber auch durch Zusam- 
rnensetzung aus elementaren Singularitâtencomplexen bewiesen werden, das ist aus 
solchen, welche in Bezug auf die vorgelegte Oharacteristik minimale Ordnung 
und minimale Singularitàten besitzen. 

Theorem XXXI. — Fur einen durch gegenwàrtige GharacteristiJcen anallagma- 
tischen Singularitâtencomplex muss, wenn er ^»= 0, u = 2, 1, hat, die Summe der 
Viel/achheiten in den Punkten der S- Art <n — 1, n, n-\- 1 sein. 

Fûr_p = 0, u= 2 hat man einen homaloidalen Complex und da er ausser- 
dem XXX zufolge der Bedingung aus der Einleitung genûgt, so kann man ihn 
als Fundamentalsystem einer gegenwârtigen Transformation verwenden, also 
muss zufolge II die Summe der $-Singularitâten n — 1 sein. Fur p = , u = 1 
tritt, wenn mindestens ein einfacher $-Punkt unter den Basispunkten des 
Bûschels ist, das Maximum von Xcr ein, und dann folgt 2c = n aus den 2<r = n — 1 
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fur «= 2. Wenn die Reducirbarkeit durch Q? supponirt wûrde, kann die Rich- 
tigkeit des Théorèmes fur n vorausgesetzt und eine weitere Q % angewendet 
werden. Dieselbe muss, damit die Eigenschaft XXX erhalten bleibe, sich stets 
zweier gepaarter y-Punkte bedienen, oder keiner. Die neue Ordnung wird 
n'=2n — 2y — oi und es ist a % + . . . . +a K =-n — 1 — ai, das neue a[ wird 
a[ = n — 2y, die ûbrigen a' % . . . . a' K sind gleich a 2 , . . . . a À . Also wegen der 
Voraussetzung a t + G % + . . . . + tf À = n 

a[ +....+ <*( = n — 2 y + G s + .... + c'a = 2n — 2y — a 1 — 1 = n 1 . 

Dies gilt aber auch, wenn p = , u = vorhanden ist. 

Theorem XXXII. — Fur emen durch gegenwàrtige Characteristiken anallagma- 
tischen Singuïaritatencomplex muss, wenn er p = 1 hat, die Summe der et- Vielfach- 
heiten <C n + 1 sein. 

Zum Beweise kann man sich des Umstandes bedienen, dass der Singulari- 
tâtencomplex, welcher durch eine Characteristik anallagmatisch ist, auch noch 
anallagmatisch bleibt, wenn nur die einzelnen Fundamentalsysteme getrennt 
betrachtet werden. Denn da in der Characteristik nur #-Punkte mit #'-Punkten 
verkettet oder coincident sein sollen, so werden in der getrennten Lage die 
Singularitâten der #'-Punkte mit denen der $-Punkte ùbereinstimmen mùssen. 
Das hier eben losgetrennte Pundamentalsystem, in welchem es eine Abtheilung 
Fundamentalpunkte gibt, fur welche 2a = n — 1 , kann aber immer so gedacht 
werden, dass dièse Punkte in einer Greraden sind, welche dann wieder in eine 
Gerade transformirt wird. Es muss aber in jedem Fundamentalsysteme nicht 
zerfallende Complexe p = oder p= 1 geben und da, damit der Complex jetzt 
nicht zerfalle, die Summe der Vielfachheiten in den #-Punkten nicht >w sein 
darf, so muss es also Complexe geben, welche p = 1 und gleichzeitig 2a<« + 1 
haben. Weil es ferner in einer periodischen Characteristik ûberhaupt und also 
auch in einer periodischen der gegenwârtigen Art nur ein System mit p = 1 
geben kann (und auch dies nur, wenn es unter gewissen Bedingungen kein p = , 
w= 1, 2 gibt) so muss dièses unter jenen enthalten sein, es muss also eben fur 
dièses 2a < n sein. 

Theorem XXXIII. — Wenn in einem Singularitâtencomplexe mit p — 0, u— 2 , 
r i + r s "*C n — 1 , so ist rj + 2r 3 > n . 

Es sei r x = n — 1 — S, r % = S, dann kommt fur die ûbrigen Punkte 
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2/?= 2n ~ 2+2S(n — 1 — 5) 

3 

cr 

2/ p = 2«— 2. 

3 

Es sei dem Théorème entgegen r 3 = — aber nicht grosser. Dann ist die 

Maximalquadratsumme, welche durch die Zerlegung von 2n — 2 in Summanden 

entsteht, jene,* wo môglichst viele r p diesen Maximalwerth haben, also etwa 

aile. In diesem Falle ist die Anzahl 2(2ra — 2) : (5 + 1) und die Quadratsumme 

wird (2n — 2)(5 + 1) : 2. Dièses ist dennoch stets < 2n — 2 + 25 (n — 1 — 5) 

oder (2n— 2)(5 + l)-25 3 , da 25 2 <(n — 1)(5 + 1) , weil 5(25 — w)<n — 5—1. 

5-4-1 
Also muss r 3 > "j" oder 2r 3 >5 + 1, ^ + 2r 3 >n sein. 

Es sei r 2 = ra — 1 — 5 , r a = 5( < 5 , dann kommt 

2/p = (2n - 2)(5 + 1) — 5 a - 5'% 

3 

2V P =2n— 2+5 — 5'. 

3 

Hier wird die Maximalquadratsumme entstehen fur die Zerlegung in 

2(2ri— 2+5— 5') : (5+1) Summanden i±i und wird sein (2n —2 + 5— 5')(5 +1) : 

2, was < als obige Summe, wenn 2 (n — 1)(5 + 1) — 25 3 — 25' 2 > (5 — 5')(5 + 1) 
oder 2 (n — 1)(5 + 1) — 45 2 > 5 — 5', was stets ist. 

Theorem XXXIV. f — TPércn w einetn Singularitàteneoinplexe p = 0, m = 1, 
î*i + ^ <C w — 1 > «0 w£ j^ + 2r s > n . 

P o- 

Die Formeln 2*"? == n2 > 21 ^ = ** w — 2 ^ unren zu denselben Schlûssen. 
i i 

Ebenso durch 2/? = n?— 2, 2/ P =3n — u. 



i 



*Nach Sturm, Math. Ann., Bd. XXI : " Ueber die Curven auf der allgemeinen Flâche dritter Ord- 
nung," p. 468. 

f Ich fûhre das Theorem XXXIV mit dem Bedeuten an, dass, wenn man XXXII nicht als streng 
bewiesen ansieht, man es besser entbehren wird, wie im Beweise. 
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Theorem XXXV. — Wenn in einem Singularitâtencomplexe mit p=zl, w>0, 
r i -\~ r s < C n > s0 ist r i + 2r 3 ]> n mit Ausnahme von n = 3s, r x = r 2 = r 3 = ....= s 
oder n= 4, r x = r 2 = 2, r 3 =.... = . 

Lemnia I. — Wenn ein Singularitâtencomplex p = 0, t* = 2 od^r ^> = 0, u = 1 
durch gegenwârtige G haracteristihen analïagmatisch ist, so hônnen r x , r % , r 3 mcA^ 
sâmmtlich unter den SPunhten enthaïten sein. 

Denn ihre Summe ist >«, wâhrend die Summe der Vielfachheiten des Com- 
plexes in den $-Punkten < n — 1 ist. 

Lemma IL — Wenn ein Singularitâtencomplex mit p = , u — 2, oder p = 0, 
u = 1 durch gegenwârtige C haracteristihen analïagmatisch ist, so hônnen r x , r s , r 3 
nicht sâmmtlich unter den G-PunJcten enthaïten sein. 

Uebertrâgt man den Complex mit (r lt r 2) r 3 ) 2 , so entstehen Ordnung 
2n — r x — r % — r 3 und drei Vielfachheiten n — r % — r 3 , n — r x — r 3 , n — r x — r a . 
Dièse drei kônnen nicht die hôchsten des neuen Complexes sein ; denn sie 
erscheinen im neuen Complexe unter den $-Punkten (weil der Kegelschnitt in 
eine Gerade verwandelt wird) wo sie nach Lemma I nicht sein dûrfen. Also 
muss wenigstens n — r x — r a < r 4 sein oder r x -J- r % + r 4 > n und in Folge dessen 
auch 2r x + r é ^>n, wo nun r x unter den (7-Punkten, r 4 unter den $-Punkten ist. 

Eine Ausnahme macht nur das Kegelschnittbûschel, wenn die 4 Basispunkte 
sich in zwei Paare von C-Punkten theilen, wie dies bei den Transformationen 
des §4 der Fall sein kann. 

Lemma III. — Wenn ein Singularitâtencomplex mit p— 1 , u^> und mehr aïs 
8 Punhten durch unsere gegenwârtigen Gharacteristileen analïagmatisch ist, so kônnen 
nicht r x , r z ,r 3 unter den S-Punhten enthaïten sein. 

Denn wie im nâchsten § bei einer noch wichtigeren Frage bewiesen wird, 
sind die drei hôchsten Vielfachheiten des anallagmatischen Complexes stets in 
den drei hôchsten Fundamentalpunkten der Transformation enthaïten und da 
dièse nicht unter den #-Punkten der Characteristik sein kônnen wegen Lemma 
I, so kônnen es auch jene nicht sein. Will man die Beweise der Théorème 
XXXIV und XXXV als hinreichend gelten lassen, so kann man aûch dièse hier 
verwenden. 

Lemma IV. — Wenn ein Singularitâtencomplex mit p = 1 , u > und mehr als 
8 Punkten durch unsere gegenwârtigen G haracteristihen analïagmatisch ist, so Icônnen 
nicht r x , r z , r 3 unter den G-Punkten enthaïten sein. 
32 
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Die Uebertragung durch (r lt r % , r 3 ) 2 fûhrt unter Vorraussetzung von Lemma 
III zum selben Widerspruche wie in II. 

Theorem XXXVI. — Jeder Singularitàtencomplex p = 0, u = 2, welcher durch 
die gegenwârtigen Characteristïken anallagmatisch ist, ist auch sogar durch Transpo- 
sitionen (SG) 2 auf ein Geradennetz reducirhar. 

Denn die drei hôchsten Vielfachheiten kônnen nicht sâmmtlich S, noch 
sâmmtlich (7-Punkte sein wegen Lemma I und II. Wâren nun r % , r 3 unter den 
$-Punkten, r x unter den (7-Punkten, so gàbe es stets noch einen zweiten r x unter 
den (7-Punkten wegen XXX und dann ist r % + Zr^n. Wâren r x , r 3 unter den 
$Punkten, r 3 unter den C-Punkten, so gâbe es stets noch einen zweiten r 2 unter 
den (7-Punkten, und dann ist 2r 2 +r 1 ^>n. "Ware r x unter den /S'-Punkten, r 2 , r 3 
unter den (7-Punkten, so gâbe es stets noch einen r % und einen r 3 , falls nicht 
r % — r 3 , jedenfalls wird r 1 +2r 2 ^>n. Es bleibt nur der Fall, dass r x r s unter den 
/S'-Punkten seien und r 3 unter den C-Punkten. Fur diesen ist aber in XXXIV 
bewiesen worden, dass r x + 2r 3 > n und da sich ein zweiter r g unter den 
(7-Punkten finden muss, so ist die reducirende Transposition (r 1( r z , r 3 ) 3 stets 
môglich. 

Theorem XXXVI. — Jeder durch die gegenwârtigen Gharacteristilcen anallag- 
rnatische Singularitàtencomplex p = , u=l ist auch sogar durch Transpositionen 
(SG) a * auf ein Bûschel von n = 1 , y 1 = Q, y% = . . . . = y a — oder n = 2 , 
Vi — V% = y 3 — Vi — 1 reducirhar. 

Der Beweis wiederholt sich wie vorhin, nur ist wegen der Ausnahme zum 
Lemma II dem Geradenbùschel des durch Nother bekannten Satzes das Kegel- 
schnittsbûschel hinzuzufûgen. 

Theorem XXXVII. — Jeder durch die gegenwârtigen GharacteristiJcen anallag- 
niatische Singularitàtencomplex p = 1 , u ]> ist auch sogar durch Transpositionen 
(SGy auf ein lineares System von Gurven 3. Ordnung oder von Gurven 4. Ordnung 
mit zweifesten Doppelpunhten reducirhar. 

Der Beweis von XXXIV fûhrt, wenn einmal Theorem XXXI und Lemma 
III als wahr erwiesen sind, auch hier zum Ziele. 

Theorem XXXVIII. — Aile periodischen Gharacteristiken von Transforma- 
tionen unserer Classe (S tj , S^, . . . . G ki , G ki , . . . .)" sind durch Transpositionen aus 
derselben Classe àquivalent entweder Gollineationen oder : 

* Oder mit anderen Zeichen {r x , r k , n ) 2 . 
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1. Transforrnationen des §3 mit coincidirenden /S n ~ 1 /S' n ~' i . 

2. Transforrnationen des §4 mit coincidirenden (CC')(CC). 

3. Transforrnationen mit weniger aïs 9 Pimkten der Art /S und der Art G. 

Beweis. Die Gharacteristik besitzt ùnendlich viele anallagmatische Singu- 
laritâtencomplexe der Art des Théorèmes XXX. Werden hiefûr die adjungirten 
Complexe gebildet, so sind auch dièse anallagmatisch und es ist unmôglich, dass 
das p — abgesehen von eventuellen Schwankungen — nicbt im G-anzen dauernd 
abnehme. Es bedarf hiefûr keines besonderen Beweises, weil ja die Singulari- 
tâten fortwàhrend abnehmen. Entweder also man gelangt zu einem Complexe, 
der mit einem hohen p aber unzureichenden Singularitàten nur in einer Collinea- 
tion anallagmatisch sein kann oder man gelangt zu Curven 3. O. oder man 
gelangt zu einem Complexe mit p — 0, u= 2, worauf also XXXV anwendbar 
ist, oder mit_p = 0, w= 1, worauf XXXVI anwendbar ist oder p=l, u^>0, 
worauf XXXVII anwendbar ist. Bei p = 1 ,' u = 1 geht man einen Schritt 
zurûck und hat man dann wieder u = 1 , so wendet man mein Theorem aus 
Acta Math. XIX an, wonach der Fall _p=l,p 1 =l,_p 2 =l nur bei G Ss 9a s môglich 
ist. Wenn man endlich durch p<0 aufgehalten wird, so gilt auch hier, dass 
das Zerfallen nur in einen festen Complex, und einen Complex «^>0, oder in 
mehrere Complexe eines und desselben Systèmes u = 1 stattfinden kann. Dann 
wendet man auf diesen Complex von m> dieselben genannten Théorème an. 

Theorem XXXIX. — Injedem R r sind die periodischen Gharacteristiken aller 
Fundamentalsy sterne, welche durch Zusammensetzung aus quadratischen Transfor- 
rnationen (/SG) % entstehen, durch ebensolche Transpositionen équivalent einer der 
folgenden Gharacteristiken. 

1. Gollineationen, welche die /S fur sich und die G fur sich vertauschen, 

2. Gharacteristiken der Art ((#„_i $_i), G[ ti m . . . . G^ = G^ s) TC 

(i = 1 n — 1). 

3. Gharacteristiken der Art II G n C' n _ % \[ G n _ i G' n \ S' in .... S' h = S, 

\ * * 2 / \ 2 2 ' 

Sg t iin . . . . >3z?i— S 2t A n (i= 1 , . . . . , — - — j n gerade. 
3. Gharacteristiken der Art II G n „^ G' n _ 1 \l G n _ x G' n 



8^ t in ... . S^\ = /S'a, t ) ( i = 1 , . . . . — - — ) n ungerade. 
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4. Der quadratisehen Gharacteristik G 1 in G, S' in .... S' h = S).* 

5. Der quadratisehen Gharacteristik G' m G[ in G, S' in S. 

6. Der eubischen Gharacteristik (G lt X G^ a ) G[ t a in G^ z , S 1 in /S. 

7. Der biquadratischen Gharacteristik (Cj jC^ x)(G u % G' ly ^)(G h S G'^ 3 ), S r in S. 
Beweis. Im vorigen Théorème sind bereits die Complexe n — 4 , y A = y^ 

= 2, y s — . . . . =2/<r= 0, weggelassen, da sie nothwendig auf ((GG'), S' 
in ... . Sy fûhren und dièses mittelst (S G f auf Collineation reducirbar ist. n. 2 
ist im §3, n. 3, und 4 sind im §4, bewiesen worden. Im §5, 6 wurden aile 
(#(7)-Fundamentalsysteme mit XS und (i G, sodass X + 2/x < 9 , untersucht und 
sind auf 1.-6. transponirt worden. 

§8. — Dos Aequivalenztheorern fur die endlichen Gruppen von Gharacteristiken. 

Aus einer Anzahl N von Characteristiken dieser Art kann man endliche 
Gruppen bilden, indem stets nur wieder die G mit den G und die S mit den S 
zur Verkettung oder Coincidenz gebracht werden. Bine Anzahl solcher Grup- 
pen habe ich in meiner Note ùber die Q a f erwâhnt. Im Anschlusse an die bis- 
herige Théorie lâsst sich nun eine vollstândige Théorie dieser Gruppen geben und 
zwar auf Grand eben des KunstgrifFes, der dort zum Ziele gefûhrt hat. Nâmlich 
es ist die Constitution der endlichen Gruppen dieser Art in allen Kâumen 
dieselbe und man kann sie also studiren, indem man ihnen jene substituirt, welche 
in der Ebene von den birationalen Transformationen der in der Einleitung 
definirten Art so componirt werden, dass die #-Punkte von den C-Punktepaaren 
stets gesondert bleiben. 

Ich werde mich hier noch kûrzer fassen als in meiner Théorie der ebenen 
endlichen Gruppen, um zu der Aufstellung des Aequivalenztheoremes zu 
gelangen. Dass es in jedem R r anallagmatische Singularitâtencomplexe von ùber 
jeder willkùrlichen Grànze liegenden p gibt, wird wie in §7 bewiesen, ebenso das 
Theorem, dass sich hieran eine in Ordnung und endlich sicher auch in Geschlecht 
abnehmende Reihe successiver adj ungirter Singularitâtencomplexe knûpft, welche 
ebenfalls anallagmatisch ist. Die Hilfstheoreme ùber die Complexe mit p = 

* Es sei angemerkt, dass die involutorischen Potenzen der Characteristiken 5. durchwegs vom Typus 
n. 3. oder 4. sind. 

t Rendiconti Ist. Lomb. 18. November 1894. 

JCf. mein Buch : "Théorie der endlichen Gruppen von eïndeutigen Transformationen in der 
Ebene." 
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oder 1 und ihre Reducirbarkeit durch successive (SGf ûbertragen sich nach 
ihrem Beweise in §7 hierher. Ihre Anwendung fur Theorem XXXVIII ist dann 
auch hier dieselbe, nur ist hier das System G 4 afal als wesentlich zu betrachten, 
weil es zu einer irreductibeln Gruppe von Ç 2 Anlass gibt. 

Theorem XL. — Injedem R r sind aile endlichen Gruppen von Gharacteristiken 
solcher Fundamentalsysteme, welche aus (SG)* allein zusammensetzbar sind, durch 
eben solche Transpositionen àquivalent mit folgenden Typen : 

I. Gruppen coïïinearer Vertauschungen der /S unter sich und d,er G unter sich. 

II. Gruppen quadratischer Gharacteristiken mit aïïen gemeinsamer ( G G 1 ) . 

III. Gruppen von Gharacteristiken {S n _ 1 8' n _ y ), G' hi in ... G£ < i = G lti , welche 
gemeinsame Goincidenz (SS 1 ) haben. 

Dièse Gruppe enthâlt eine ausgezeichnete* typisehe Untergruppe. 

IV. Gruppen von Gharacteristiken mit zwei gemeinsamen (GG')(GG') und 
Verkettungen von Si/Si mit S^ ûber evner endlichen Anzahl N von Punkten. 

Dièse G-ruppe enthâlt ausgezeichnete typisehe Untergruppen, welche im 
folgenden § aufgezâhlt werden sollen. 

V. Die Gruppe aller Gharacteristiken, welche ûber drei G und zwei S verlegt 
werden kônnen und ihre typischen Untergruppen. 

§9. — Uhtersuchung der Typen endlicher Gruppen von Gharacteristiken. 

I. Die Gruppen von Gollineationen. Dieselben sind intransitive Gruppen 
von Vertauschungen und die Système der Intransitivitât sind die Punkte S, 
die G, die der Gruppe hinzugefûgten gewôhnlichen Punkte, welche wieder, in 
Système der Intransitivitât zerfallen kônnen. 

II. Die Gruppen von Q? mit gemeinsamer ( G G') . Ueber einer willkùrlichen 
Anzahl N von Punkten kann man aile môglichen ( G G') , /S' in . . . . S verlegen 
und dieselben bilden eine endliche Gruppe. Da die Punkte S und die {G G') 
gleichmâssig vertauscht werden, folgt : 

Theorem X.LI. — Man kann in einer willkùrlichen Gruppe von Vertauschungen 
dés Grades n einem beliebigen Elemente die Bedeutung von (G G') zuschreiben, um 
das Muster fur die Zusammensetzung einer Gruppe des Typus n. II zu haben. 

Nimmt man willkûrlich einen Punkt D als invariant durch aile Charac- 

* Das Wort " ausgezeichnet " ist hier und gleich hernaoh in dem pràcisen Sinne der Gruppentheorie 
genommen. 
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teristiken der Grappe an, so kann dennoch die ganze Gruppe mittelst (DG) 2 auf 
eine Gruppe von Oollineationen reducirt werden. 

III. Die Gruppen mit gemeinsamen (/S' n _ 1 /S'4-i)- Jede Oharacteristik dieser 
Art lâsst sich aus einer involutorischen Oharacteristik (S8')( G lt t G^ 4 ) und aus 
einer Collineation, welche die G unter einander vertauscht, zusammensetzen. 
Dièse Collineation vertauscht gleichzeitig die S* G unter einander und lâsst den 
Punkt (S/S') fest. Die Oollineationen bilden fur die Characteristiken einer Gruppe 
selbst wieder eine Gruppe, obzwar sie mit den involutorischen Characteristiken 
nicht vertauschbar sind.* Sei N die Gesammtzahl aller G und ihrer Einschalt- 
linge. 

Theorem XLII. — Aile GharacteristiJcen dieser Art ûber demselben Punkte (/S/S') 
und einer bestimmien Directrixgruppe H unter den G bilden eine endliche Gruppe. 
Die Directrixgruppe kann auch die symmetrische Gruppe fur N Ekmente sein. 

Dièse Gruppe kann die Totalgruppe fur H, ev. fur die N Blemente heissen. 
Die Anzahl dieser Characteristiken wird erhalten, indem man irgend 1, 2, .... N 
der G fur ein Fundamentalsystem der Ordnung 2, 3, 4, . . . . N-\- 1 (cf. §3) aus- 
wâhlt, desgleichen fur das zweite u. zw. gemâss H, wenn dièse gegeben, oder 
ganz willkûrlich, wenn die totale Matrixgruppe entstehen soll. Die letztere 
Gruppe besitzt dann in den Vertauschungen unter den G und den S % G die Paare 
G t und 8 % Gi als Système der Imprimitivitât. 

Theorem XLIII. — Aile GharacteristUcen ungerader Ordnung ûber demselben 
PunJete (/S/S 1 ) und einer beliebigen Anzahl JV" von G bilden eine endliche Gruppe. 

Beweis. Wenn die Ordnung ungerade ist, so ist die Anzahl der G t des 
Fundamentalsystemes gerade und dièse Characteristiken kann man genau den 
Characteristiken der orthanallagmatischen Gruppe der Ebene ûber N Punkten 
mit Isomorphie entsprechen machen. Die Gruppe ist ausgezeichnete Unter- 
gruppe von XLII. 

Gorollar. — Auch aile Characteristiken ungerader Ordnung ûber derselben 
Directrixgruppe H bilden eine ausgezeichnete Untergruppe der bezûglichen 
Gruppe XLII. 

IV. Die Gruppen mit zwei gemeinsamen (GO). Auch hier gilt, dass jede 
Oharacteristik sich aus einer involutorischen Oharacteristik und einer Directrix- 

*Cf. Theorem LXI, pag. 35, mêmes Bûches: "Théorie der endlichen Gruppen von eindeutigen 
Transformationen in der Ebene." I. Theil. Die dort definirte "Totalgruppe," welche keine geo- 
metrische Bedeutung in der Ebene haben konnte, erhâlt hier eine solche, indem man die Elemente 
a 1 , a 2 , .... als Vertreter der C r und nicht der in ihnen zusammengetretenen Punkte betrachtet. 
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substitution zusammensetzen lâsst, welche als eine Collineation aufgefasst werden 
kann. Dièse lâsst bei geradem n die Folge S' .... S wie in der Characteristik 
und bringt dann aber den Punkt S nicht direct nach S', sondera nach einem 
Zwischenelemente, welches der durch G' n gedachte B r _ l ist und von hier im 

"2 

Falle (GJJ'A nach S' oder im Palle l G n G' n -*\ in eine M^^GG'S 1 ) und weiter 
\ 2 il \ 8 a / 

(cf. §4. Th. XIX. am Ende), lâsst ferner wie oben bei Gruppe III auf SI t die 
Verkettungen bis S 2<i , aber nach S 2i t das Elément JSg tt folgen. Ebenso fur n 
ungerade. Werden nun mit t t die einzelnen involutorischen Characteristiken 
bezeichnet, nâmlich welche S t in (GGS ( ) in S ( verwandeln, aile ùbrigen der N 
Punkte fest lassen, mit u t jene, welche S t in T in S t verwandeln, wo F den B r _ 1 
durch (C n Cn\, mit v { jene, welche S { in T in [GG'S^f in V in S t verwandeln, wo 

V ~2 Si 

T, V die ^ r _! durch [ G n G' n _ 2 \, I G n _ z G ! n \ sind, so kann man zunàchst v t aus u t 

\ ~2 ï~ I \ ■ ~~2~ 27 

durch Zusammensetzung mit einer Collineation herleiten, denn 

*.=(#, r)(r, {GG'sy) gibt mit h t = (r, r)(/Sl)((cc"£) 2 ) 

eben v*. Dann hat man aber das Lemma: tiU k .H= H.t i+1 u k+1 wie in der 
Ebene* und hieraus wie in der Ebene das 

Theorem XLIV. — Die zu dem Producte zweier Gharacteristiken gehôrige Direc- 
trixsubstitution ist das Product der Directrixsubstitutionen der beiden einzelnen 
Gharacteristiken. 

Denn wenn J, /' Producte von t sind, hat man IH.I'H' = II[HB.' X wo Il[ 
involutorisch mit identischer Directrixsubstitution, dh. wieder ein Product von t 
ist, sodass HH' als neue Directrixsubstitution gelten darf. Hieraus folgt : 

Theorem XLV. — Aile Characteristiken, ivelche ûber zwei festen G und einer 
Anzahl N von Punkten denkbar sind, bilden eine endliche Gruppe, /ails aile ihre 
Directrixsubstitutionen eine endliche Gruppe H bilden. Dièse kann auch die sym- 
metrische Gruppe unter den iV" Punkten S, resp, den zwei G sein. 

In letzterem Palle entsteht die ùber den N Punkten und den zwei G môgliche 
Totalgruppe. Man hat sàmmtliche Arten des §4 durchzugehen, hiemit das n 

aile ungeraden Werthe bis 2iV"+ 1 durchlaufen zu lassen und dièse Punkte 

jedesmal auf aile Arten ùber die N Punkte zu vertheilen und dièse Fundamen- 

*Das cit. Buch., p. 28, Th. LXXII. 
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talsjsteme mit allen Directrixsubstitutionen der Gruppe H zu componiren, 
wobei die N — n ubrigen Punkte jedesmal als gewôhnliche Puukte zu gelten 
haben. Dann hat man fur gerades n die N Punkte auf aile Arten in N x und N z 
zu theilen, die Zahl n jedesmal aile geraden Werthe bis 2iV + 2 durchlaufen zu 

rn O 

lassen und — - — Punkte auf aile môglichen Arten ûber die N % Punkte zu 

vertheilen, mit jeder Art dann aile môglichen Lagen von S ûber den N x Punkten 
zu combiniren und jedes so erhaltene Fundamentalsystem mit allen Directrixsub- 
stitutionen von H zu componiren. Hiezu kommen noch die beiden Arten von 
Q 2 = (SCy, welche ihr (OC) ûber je einer der O haben und resp. die zweite O 
unverândert lassen, die N Punkte aber gemâss i7vertauschen. Die Anzahl aller 
dieser Characteristiken ist endlich. 

Theorem XL VI. — Die Totalgruppe IV §8 ûber den O, G, S .... S N vertauscht 
die N Punkte /S, die R r _ j : T, V, die M^_ x durch G, G' und je einen Punht S sâmnit- 
lich unter einander und bringt unter diesen 2^+ 2 Elementen eine zu ihr isomorphe 
Grrujppe hervor. 

Es folgt das aus den obigen Bemerkungen, dem Th. XXI und dem Umstande, 
dass die Characteristik durch die Angabe der Substitution unter den 2iV+ 2 
Elementen auch hinsichtlich ihrer Art des §4 vollstândig individualisirt ist.* 

Hiebei entstehen aus den Characteristiken gerader Ordnung (G n G' n \ nie 

Substitutionen, welche nur einen Cyclus besitzen kônnten, weil der Cyclus mit 
T von dem mit (GGS) getrennt sein muss. 

Theorem XL VII. — Die Totalgruppe ûber jener Direcûrixgruppe, welche aus 
der alternirenden Gruppe unter den N Punkten und aus (G)(G) besteht, ist eine 
ausgezeiohnete TJntergruppe der Totalgruppe IV §8. 

Denn die Directrixgruppe ist eine ausgezeichnete Untergruppe von der 
gesammten Directrixgruppe. 

Ausser dieser gibt es noch weitere typische Untergruppen, welche aufzu- 
zâhlen sind : 

l ter . Typus von Untergruppen der Gruppe IV. Theorem XL VIII. Aile Gharac- 
teristiken mit (G n _ 1 G' n _ 1 \(G n _ 1 G' n _ x \, also ungerader Ordnung, welche 

ûber N Punkten und zwei festen G bei gegebener Directrixgruppe H gebildet werden 
konnen, bilden eine ausgezeichnete Untergruppe von IV, falls die H ausgezeichnet ist 
in deren Directrixgruppe. 

*,Cf. 1. c. p. 27, n. a. 
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Also insbesondere, wenn H die Gesammtgruppe ùber N Buchstaben ist. 
Zwei Cbaracteristiken dieser Art geben zusammengesetzt eine Characteristik 
derselben Art. Denn jedenfalls muss das Product ungerader Ordnung sein, da 
auch bei Coincidenz von Punkten S g das. Product ungerader Zahlen um gerade 
Zahlen zu vermindern ist und aber beide Factoren der Composition Ïassen die 
B r _!:T, V ungeândert somit auch das Product. Lâsst man n aile ungeraden 

Werthe bis 2i\^-f- 1 durchlaufen, nimmt auf aile môglichen Arten — - — Punkte 

als S 2< i eines Fundamentalsystemes zu G, G hinzu, und verbindet jedes Punda- 
mentalsystem mit H, so hat man die Totalgruppe ûber H, und, wenn H die 
Gesammtgruppe, ûberhaupt die Totalgruppe. 

Theorem XLIX. — Beschrânkt man in XL VIII die Characteristiken dadurch, 
eine gerade Anzahl Punkte S % (oder Si) zu haben, also von Ordnungen der Form 
4q -f- 1 zu sein, so entsteht eine ausgezeichnete Untergruppe von XLYIII. 

Denn zweier Product hat wieder eine gerade Anzahl S, weil bei Coincidenz 
zweier S von der Summe zwei Punkte verloren gehen. Aus demselben Q-runde 
hat die Uebertragung QPQr 1 , wenn Q ungerade oder gerade, P gerade Anzahl 
von Punkten S % hat, eine gerade Anzahl von Punkten S 2 . 

2 ter . Typus von Untergruppen der Gruppe IV. Theorem L. Aile Gharacteri- 
stiken mit (G n _ 1 G' n _ x \(G n _ 1 G' n _ T \ ûber einer gegebenen Directrixgruppe 

H unter N Punkten und zwei G bilden eine ausgezeichnete Untergruppe von IV, 
falls H ausgezeichnet ist in deren Directrixgruppe. 

In dieser Gruppe ist jedoch die Gruppe aus XLVIII enthalten. Die Ord- 
nungen mùssen durchwegs ungerade sein. Die Characteristiken vertauschen 
r, T' unter einander und die Producte aus einer geraden Anzahl ihrer sind also 
Characteristiken aus XLVIII. Die Construction der Totalgruppe ûber E ist wie 
bei XLVIII. 

Es gibt eine ausgezeichnete Untergruppe zu Th. L, nâmlich wo aile Characteri- 
stiken eine gerade Anzahl S, also Ordnungen 4^+1 haben. 

3 ter . Typus von Untergruppen der Gruppe IV. Theorem LI. Aile Gharacteri- 

stiken mit I G n G' n _ a V G n _ z G' n \ ûber einer Anzahl N gegebener Punkte und zwei festen 

\ a -g - A ~*~ a/ 
G und mit einer Directrixgruppe II bilden eine ausgezeichnete Untergruppe der 

Gruppe IV, wenn H ausgezeichnet in deren Directrixgruppe ist. 

Also insbesondere, wenn H die Gesammtgruppe der Vertauschungen von N 

33 
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Elementen ist. Dièse Grappe enthâlt auch aile quadratischen Oharacteristiken 
G' in G, welche ùber die S und G verlegbar sind. Sie enthàlt ferner Oharacte- 
ristiken ungerader Ordnung der Art des Th. L und also, falls sie vollstândig ist, 
die ganze G-ruppe des Th. L liber der H, enthâlt aber keine Characteristik mit 

C m QS~ 



Eine Untergruppe dieser Grappe ist jene, wo H in Bezug auf die S und die 
S 2 intransitiv ist, d. h. wo Ai Punkte stets nur als S 2 verwendet und unter einan- 
der verkettet sind.* 

Eine Untergruppe dieser Gruppe ist wieder jene, wo aile Gharacteristiken gerade 
Anzahl Punkte S^ t besitzen, also Ordnungen der Form 4g + 2 haben. 

Denn wenn zwei Punkte S it t coincidiren, so gehen von der Summe der 
Punkte $2, i stets gleichzeitig zwei verloren. 

4 ter . Typus von Untergruppen der Gruppe IV. Theorem LU Aile Gharacteri- 
stiken mit / G n O n \ ùber demselben C und IG n _ % G' n _£\ uber derselben zweiten G und 
V s 2/ \ ~~r t) 

uber einer gegebenen Anzahl N von Punkten und einer Directrixgruppe H bilden 
eine ausgezeichnete Untergruppe der Gruppe IV, wenn H ausgezeichnet in deren 
Directrixgruppe ist. 

Also insbesondere, wenn H die Gesammtgruppe von Vertauschungen ist. 
Zwei Oharacteristiken haben als Product eine Characteristik aus XL VIII., falls 
eine Ooincidenz zweier # eintritt, jedoch nie eine aus L. Tritt keine Coincidenz 

von S ein, so entsteht stets wieder ICJ3'„\, denn die Ordnung des Productes ist 

\ 1 l) 

jedenfalls gerade und wenn keine S mit S% verkettet sind, bleiben ersichtlich die 
Cyclen mit V und (GO S) getrennt (cf. §6). Ist aber S mit S'% einmal coïnci- 
dent, so lehrt der Pall n=-A, also die Characteristik ( (7 a 0g)( G x G[)(SSg) S' in .... S 2 

rasch, dass die Wiederholung wieder lG n G' n \ besitzt und zwar ùber derselben G. 

\ » */ 
Eine Untergruppe dieser Gruppe ist jene, wo E in Bezug auf die S und die S z 

intransitiv ist, d. h. wo wie oben die S und die S z je unter einander verkettet sind. 

Eine Untergruppe dieser Gruppe ist wieder jene, wo aile Gharacteristiken gerade 

Anzahl Punkte S. 2% t besitzen, also Ordnungen der Form 4g + 2 . 

5 ter . Typus von Untergruppen der Gruppe IV. Als solche kann man jene auf- 

fassen, welche Oharacteristiken aller 5 Arten enthalten, ohne mit der Total- 

•Man mag es aber auch fur gut halten, die Gruppen, wo die 8 unter sich und die S 2 unter sich 
verkettet oder coïncident sind, jedesmal als selbstândige Typen von Untergruppen zu betrachten. 
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gruppe IV zu coincidiren. Wenn man nâmlich mit dem 4. Typus eine Charac- 

teristik derselben Art aber mit dem (G n G^\ ùber der zweiten G verbindet oder 

\ 2 1) 

mit dem 3. Typus eine Characteristik des 4. Typus, entsteht jedesmal die noch 

fehlende Art von Characteristiken. 

Bine Untergruppe ist jene, wo die /S'und 8 % je unter sich verkettet sind und 
eine Untergruppe dieser wieder jene, wo die Anzahl der S % gerade, also die 
Ordnungen aller Characteristiken von der Form 4q + 2 sind. 

V. Die Gruppe ùber drei G und zwei /S. Theorem LUI. Die Anzahl der 
Characteristiken dieser Gruppe ist 12 s . 6 = 864. 

Collineationen gibt es 2.6, Fundamentalsysteme (SG'f gibt es 6 und jedes 
kann mit allen Collineationen zu einer Characteristik verbunden werden, also 
12.6. Fundamentalsysteme (/S 2 GG) 3 gibt es 2.3 und also 6.12 Characteristiken, 
(S*SC*Cf gibt es 2.3.2, also 12.12 Characteristiken, {S 3 GGGf gibt es 2, also 
2.12 Ch., {S*S % G % G*Y gibt es 3, also 3.12 Ch., (G^G'G^S'Sy gibt es 3.2, also 
6. 12 Ch., (G'G^G'^S 2 ) 8 gibt es 3.2, also 6.12 Ch., (^S'G'G'G 2 ) 9 gibt es 3, also 
3.12 Ch., (G'G'GWST g^t es 3 . 2 . 2 also 12.12 Ch., ( <7 4 G 3 <7 3 £ 6 # 4 ) n gibt es 3 . 2 , 
also 6.12 Ch., (CWGWS 5 ) 1 * gibt es 3. 2, also 6.12 Ch., (C 4 tf 4 CW# 6 ) 13 gibt es 
1, also 12 Ch., insgesammt (1 + 6 + 6 + 12 + 2 + 3 + 6 + 6 + 3+12+6 
+ 6 + 1).12= 72.12. 

Theorem LIV.—Die Gruppe ist holoedrisch isomorph zu einer Gruppe unter 48 
Elementen, mit zwei Systemen der Intransitivitât von 24 und 24 Elementen. 

Die 2 Punkte S, die 3 R,.^ durch die G, die 6 M*_ x durch je 2 und 1 S, 
die 2 M 3 ^ durch die 3 G und 1 S, die 6 M$_ x durch je 1 G\ 2 G, 1 S*, 1 S, die 
3 JK?_i durch G, 2 G* und 2 S\ die 2 Mf_ x durch S 3 S % G*C % G % kônnen als Z7" r _ 1 auf- 
treten (cf. §1) und werden unter einander transformirt. Die 3 G, die 6 Jf?_i 
durch 8" G, die 6 M*_ x durch S % S*C % C, die 6 Ml_ x durch SWWCPC, die 3 Mï_ x 
durch S i S i 3 C i C* kônnen als V r _ x auftreten (cf. §1) und werden unter einander 
transformirt. Ferner ist durch die Angabe der Substitution unter diesen 48 
Elementen entweder keine oder nur eine unserer Characteristiken bestimmt, 
woraus die Holoëdrie folgt. Bine Characteristik ist aber dann und nur dann 
môglich, wenn die Substitution die Anzahl der Schnittpunkte je zweier Singu- 
laritâtencomplexe, wenn dieselbe wie fur ebene Curven berechnet wird, unge- 
ândert lâsst, also, wie ich es dargethan habe,* die Form F iz f ungeândert lâsst. 

* Cf. mein Buoh, I. Theil §3. tlb. p. 6. 
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Theorem L V. — Die Gruppe unter den 48 Elementen ist ûberdies imprimitiv mit 
24 Paaren der Irnprimitivitât. 

Von jenen 24 Elementen wird jedes Paar, dessen Singularitâtencomplexe sich 
zu {S^8 % G % G % G % f ergânzen, und von diesen 24 jedes, dessen Complexe sich zu 
(S i S i G 2 G i G i f ergânzen, ungetrennt bewahrt, weil dièse beiden Complexe 
anallagmatisch sind. 

Eine kurze Ueberlegung wird dem Léser genûgen, um einzusehen, dass die 
in den §§1-9 angegebenen Formeln und abgeleiteten Théorème ihre (arith- 
metische) Giltigkeit behalten, wenn auch fur die Fundamentalsysteme der in den 
ersten Zeilen des §1 gemachte Vorbehalt fallen gelassen wird, so lange nur die 
in n. 17 des §1 ausgesprochene Einschrânkung in Geltung bleibt. 

§10. — Die Aequivalenztheoreme fur die periodischen Transfortnationen wid die 
endlichen Gruppen von Transfortnationen. 

Im §8 ist bewiesen, dass wenn eine periodische Transformation eines der 
gegenwârtigen Fundamentalsysteme existirt, ihre Characteristik aus einer der 
typischen periodischen Characteristiken abgeleitet sein muss und zwar, insofern 
die Transposition mittelst existirender Fundamentalsysteme geschieht, aus einer 
existirenden typischen Characteristik durch existirende Transposition. Es 
entsteht also nur die Frage, ob die Transposition, welche nach §7 auffindbar 
und dahin wirksam sein soll, dass sie die Characteristik auf ihren Typus reducirt, 
auch stets, oder wenigstens eine von ihnen, auf die vorgelegte Transformation 
anwendbar sein muss. Hiezu ist es zunâchst erforderlich, das transponirende 
Fundamentalsystem durch successive (SGJ* zusammenzusetzen und es durch 
successive Transpositionen mittelst dieser zu ersetzen. Es ist die Frage darauf 
reducirt, ob jedesmal die erste (/SGf, welche die Characteristik in der Ordnung 
oder in der Anzahl der S, G reducirt, auch in dem realen Falle der Transfor- 
mation mit deren Fundamentalsysteme vereinbar, das heisst auf dasselbe situir- 
bar sei. 

In der Ebene trat nun bei dem entsprechenden Anlasse das Bedûrfnis in 
Kraft, gegenuber dem unendlichen Annâhern von Characteristikpunkten Vor- 
richtsmassregeln zu treffen. Fur r > 2 ist dies nicht mehr nôthig ; denn das 
unendliche Annâhern der beiden in G zusammengewachsenen Punkte verliert 
seinen Sinn und das unendliche Annâhern von S an G fùhrt in den Fallen der zu 
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reducirenden Singularitâtencomplexe entweder ein Zerfallen der J/ r _ a herbei 
oder hindert es die Anwendung der (SG) % nicht, weil die den S vertretenden 
Berûhrungs B r -i (oder Osculations E r _-^) nicht mit dem B r _ 1 von G coincidiren. 

Dagegen setzt von r>2an eine Schwierigkeit ein, welche in der Ebene noch 
unmerkbar war, nàmlich oh diejenlge Varietàt O, au/ welche das G der (SG) % zu 
homrnen hâtte, wirMich quadratisch, also eine Mf_ % sei. Beachtet man jetzt, dass 
die Réduction stets geschehen ist im Wege eines Singularitâtencomplexes p = 
und u = 2 , 1 oder , nebst etwa einem solchen mit p = 1 , a > , so wird zu 
beweisen sein, dass die hôchsten G dieser Complexe im R r stets M*_ 2 zu Trâgern 
haben mûssen. Hiefùr aber wird gewiss Gewâhr geleistet sein, wenn bewiesen 
wird, dass dièse G mit den G coincidiren, welche Tràger der hôchsten Vielfachheiten 
im einen oder anderen Fundarnentalsysteme sind. Denn hiemit tritt sofort die 
Bemerkung des §1 in Kraft, wonach dièse letzteren G stets nothwendig J£ 2 _ 2 
sind. Der eben ausgesprochene arithmetische Hilfssatz folgt aus der Transpo- 
sition der blossen Characteristiken. 

Denn wie immer eine etwa irréductible Transformation beschaffen sei, man 
kann aus den typischen Characteristiken* immer eine andere durch Transposition 
ableiten, welche mit ihr dieselbe Characteristik besitzt und efFectiv besteht und 
effectiv reductibel ist. Fur dièse Transformation muss also der Satz gelten. Da 
derselbe aber rein arithmetischer Natur ist, so gilt er fur jede Transformation, 
welche mit jener gleiche Characteristik hat, also wiederholend : In jeder perio- 
dischen Transformation (welche nicht typisch ist) wird die G, welche Trâger der 
hôchsten Vielfachheit eines Singularitâtencomplexes p = , m =2, 1, oder 
p= 1, u^> ist, eine M^_ % sein. Hierbei ist noch zu bemerken, dass die^> von 
R r nicht nach dem B r , sondera gemâss der Ebene berechnet werden, also unter 
Ersetzung jedès G durch zwei gleich hohe Fundamentalpunkte. 

Indessen kann man den Hilfssatz auch direct beweisen wollen und wird 
hierzu von den typischen Characteristiken. ausgehen, in welchen jene Smgulari- 
tâtencomplexe in ihrer typischen Form, d. i. als Greradennetz oder Bùschel oder als 
oo' System von G 3 auftreten. Ohne Rùcksicht auf die Characteristik und deren 
âquivalente Form wird man nur zu beweisen haben, dass, wenn sie durch eine 
existirende Transposition unserer Art (Fundamentalsystem des §l) transponirt 
wird, die hôchste Vielfachheit des transponirten Complexes im neuen Raume 



*Damitist nicht einmal die Voraussetzimg includirt, dass die einer construirbaren Transforma- 
tion zugehôrige typische Characteristik auch constructibel sein musse. 
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auf das G der hôchsten Singularitât im transponirenden Fundamentalsysteme zu 
liegen kommt. Auf G-rund des Lemmas : Wenn zwei Fundamentalcurven r { . 
undr^. Ordnurig durch denselben Fundamentalpunkt r to fach und r ki , fach gehen 
und r t > r v (also auch r M > r u ) so ist stets auch r £ — r v > r ki — r ki ,)o* schîiesst man 
den Hilfssatz, den fur die Geraden die transponirte Curve ihre hôchsten Viel- 
fachheiten in den hôchsten Fundamentalpunkten hat und auf Grand des Lemmas : 
Wenn zwei Fundamentalcurven r t . und r v . Ordnung durch dieselben 6, 7, 8 Fun- 
damentalpunkte r u und r M , fach gehen (i = 1 6, 7, 8), so ist wenn r { >•?>, 

auch 3 (r t — r t ) ^>y\(r ki — r w ), (<? = 6, 7, 8) schîiesst man den Hilfssatz fur das 

i 
co 3 , co 2 , ce 1 System von G 3 . Hiemit ist der 2. Beweis des Haupttheorems 
vollendet : 

Theorem LVL — Aile periodischen Transformationen, deren Fundamentalsysteme 
sich aus quadratischen (SG)* zusammensetzen lassen, sind durch ében solche Trans- 
positionen équivalent mit einem der folgenden Typen : 

1. Gollineationen. 

2. Transformationen mit der Gharacteristih (S n _ x 8' n ^x) G{ ti . . . . G£ t = G 1<t . 

3. Transformationen mit der Gharacteristih [G n _ i G'^\[G n G' n _^\, $ in .... S, 



4. Transformationen mit der Gharacteristih (G n _ 1 G' n _ x \(G n _ 1 G' n _ x 



\ 



2 



, 2 



/^2, i in . . . . S£i — S^ iy oder 

den quadratischen Transformationen G in G, S' in ... . S lh = S, 

5. den quadratische Transformation G in G[ in G, S' in S. 

Dass die 2. Classe nur constructibel ist, wenn aile h gleich sind, wird im 
nâchsten § ersichtlich sein, ebenso dass die biquadratische Characteristik n. 6 
des §7 nicht constructibel ist. 

Theorem §11. — Aile endlichen Gruppen von Transformationen, deren Funda- 
mentalsysteme sich aus quadratischen (SG) % zusammensetzen lassen, sind im R r 
durch ében solche Transpositionenen équivalent mit einem der folgenden Typen : 

1 . Gollineationsgruppen. 

2. Gruppen mit gemeinsamer Goincidenz (S n _ ^ _ j) . 

3. Gruppen mit zwei festen (G G) und emer endlichen Anzahl Punhten S. 

4. Gruppen mit 3 G und 2 S. 

*Dieser sowie die gleich folgenden Sâtze gehen also weiter als die in die Parenthèse gesetzte 
Beobachtung Bertini's, welche hier nicht ausreicht. 
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§11. — Construction der typischen periodischen Transformationen. 

1. Aus jeder periodischen Gollineation kann man durch Transposition unend- 
lich viele existirende Transformationen herleiten. 

II. Die Transformationen mit (S n _ 1 iS' n _ x ) . Die B r _ x durch (S/S') sind in 
Collineation und in jedem invarianten B r _ x derselben entsteht eine Transforma- 
tion derselben Art ebenso in jedem invarianten B t und jeder invarianten Ebene 
durch S. Fur dièse ist bewiesen, dass nur entweder aile h t einander gleich oder 
1 oder 2 derselben Null sein kônnen und daraus folgt, dass dasselbe auch im R r 
stattfinden muss. Die Transformation besitzt eine M r _ x von Hemicyclen, welche 
die Kegel S % G' h it . . . . S Z G X< { in den G' h it . . . . C x< t berûbrt. Es folgt aber auch 
wie in der Ebene : 

Theorem LVIII. — Wenn eine M r n _ x (S a ~ 2 ) eine eindeutige Correspondes tràgt, 
so dass die mit S alineirten Punktepaare wie in einer Gollineation transformirt 
werden und der Berûhrungshegel an die M?__ x aus S sich in lauter quadratische 
Kegel iheilt, so ist dièse Oorrespondenz in unendlich vielen Transformationen gegen- 
wârtiger Art enthalten* 

Fur jedes n und h existirt eine Form, wo eine M^_ x invariant und (S/S 1 ) der 
Doppelpunkt einer Collineation ist, welche M?_ x in sich transformirt. 

III. Die Transformationen mit (CC')(OC). 1. Beide G sind J^?_ 2 , welche 
sich in einer Jf,?_ 3 schneiden und M?_ x des durch sie gehenden Bùschels sind 
un ter einander transformirt. Von den Zahlen h -f 2, h t -\-l mûssen also auch 
hier entweder aile gleich oder 1 oder 2 Null sein. Der Index un ter den Mf_ x 
kann nur bei Transformationen ungerader Ordnung gleich 1 sein, weil 2 der 
Minimalwert von h + 2 ist. 

2. Ferner lassen die Transformationen ungerader Ordnung das i2 r _ 1 -Paar 
durch GO — eine Ml_ x des Bùschels — fest und daber, weil die Kegel des Bùschels 
unter einander transformirt werden mùssen, ist der Index 1 oder 2, falls beide 
Kegel eigentlich sind und kann nur dann > 2 werden, wenn sich die G in einer 
M?_ s schneiden, welche einen Doppelpunkt besitzt. 

3. Die allgemeinsten birationalen Transformationen, welche jede M?_ x 
eines Bùschels in sich transformiren, entstehen so, dass man im B r _ x ein ratio- 
nales oo 1 System birationaler Transformationen annimmt und dièse von einem 

* Da dièse Transformationen in einer noeh allgemeineren Classe wieder erscheinen, so ist es ange- 
messen, ihre Eigenschaften gelegentlich dieser zu behandeln. 
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festen Punkte der Bùschelbasis stère ographisch auf die ihnen projectiv zuge- 
wiesenen M?_ x hinauf projicirt. 

Hier mussen die Verwandtschaften in den einzelnen M?^ x collinear u. zw. 
da keine Fundamentalgebilde als nur Fundamentalpunkte entstehen sollen, in 
oo * involutorischen Perspectivitâten enthalten sein, deren Centra eine rationale 
auf die M}_ x projectiv bezogene Gurve O n bilden werden. Dann entstehen 
2n + 1 Punkte /%, und die Ordnung der Transformation ist 4w + 3 , und wenn 
O n die G, G in S Punkten trifft, ist die Ordnung 4n — 2^ + 3. Dasjenige 
Centrum, welches dem E r _ r Paare entspricht, bewirkt in diesem eine involu- 
torische Vertauschung, woraus zu schliessen ist, dass die Characteristiken 
(G n _ x G' n _ x \(O n _ x G' n _ x \ mit dem Index 1 nicht existiren und allge- 

meiner, indem man die Wiederholung beachtet: Die Characteristiken 
C n _ x G' n _ x \(G n _ 1 C' n -i \ sind fur h+1 ungerade nicht construirbar. 



4. Die Transforrnationen mit (G n _ x ^G' n _ x N^n-i g Cy-i % \ und un 9 e - 

radem h + 1 sind âquivalent solchen, weïche durch Zusamrnensetzung der ohigen 
Invoïutionen mit thatsàchïich existirenden Gollineationen entstehen. Denn die 2. 

Wiederholung von SI f in . . . . Sffi. — S 2< » hat lauter Verkettungen ^ » in /%, k 

und ist also (§4) âquivalent der Oollineation. Die hiezu verwendbare Transposi- 
tion fûhrt aber die interne Involution (welche die M?_ x mit dem Index 1 trans- 
formât) in sich selbst ùber. Wenn man also eine Oollineation hat, welche die 
beiden G in sich transformirt, ebenso die Fundamentalpunkte der Involution 
unter einander vertauscht, so liefert dieselbe mit der Involution zusammen- 
gesetzt die Characteristik. 

5. Die Transforrnationen IG n _ x , C' n _ x „Y<7„-i , G' n _ x \ mit geradem 



h+1 sind nach §4 âquivalent der Collineation. Die Transforrnationen 
G n _ x G' n _ x \(G n _ x G' n _ x \ mit geradem h+1 kônnen wie fur h — con- 



( 



struirt werden durch stereographische Projection der J/ r 3 _i aus einem Punkte 
der Basis. Es entsteht ein rationales System von (SGf, deren G die Projectionen 
der in den <*> l M*_ x enthaltenen Kegel mit dem Scheitel sind und also in 
einem A r _ z des R r _ x ein Bùschel bilden. Die Punkte S 1 , S erfïïllen zwei 
Curven, welche Projectionen der Transformirten von durch die Transformation 
sind. 

6. Eine particulâre Form dieser Transforrnationen, sowie jener von gerader 
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Ordnung ist die, wo eine invariante M?_ x existirt, welche durch beide G und 
aile Punkte S. z und S nebst deren Einschaltlingen geht. Dieselbe enthâlt stets 
eine Doppelvarietât* und kann von einem ihrer Doppelpunkte auf den R r -\ 
projicirt werden. Kennt man die Characteristik in der M^-\, so ist die Jf"_j 
durch dièse und die einem ebenen Schnitte entsprechende Varietât bestimmt und 
daher kann die Construction auf die Construction einer periodischen Transforma- 
tion im B r _ 1 (Projectionstrâger) gegrûndet werden. Da eine homaloidale M^-\ 
die i/ r 3 _i in einer lÇi" 2 2 schneidet, so ist sie von der (n + 2). Ordnung. 

7. Jede Transformation gerader Ordnung hat iV" gerade und daher als 
interne involutorische Transformation eine solche ungerader Ordnung u. zw. 

(G n _ l G' n -\ -YCn-i C«-i V Hieraus folgt, dass auch sie eine Varietât 
\, -T-* 1 —î-' l }\ s-' 2 — a-' 2 y 

if r _i von Hemicyclen besitzt. 

IV. Die quadratische Transformation G' in G[ in G, S' in S ist von mir in den 
Eendiconti Ist. Lomb. 18 94 construirt worden. 

V. Die cubische Transformation (G lt X G[^ x ), G[ ti in G lti , /Si in /S % . Es 
ensteht zuerst die Frage, ob (GxG[) im B r eine M*_ 3 sein kônne, fur welche S' S 
Doppelgerade wâre. Eine Ebene durch /S'jS wûrde Jf*_ 2 nicht mehr in zwei 
weiteren Punkten schneiden kônnen, denn ein B 3 durch sie wûrde nach einen 
M? ausschneiden durch die 2 Punkte und ùber die Gerade, der also, da nicht 
jede Ebene die J/?_2 in einem Kegelschnitte schneiden kann, in eine Gerade durch 
die 2 Punkte und eine andere zerfallen mûsste, was nicht sein darf. Das Nicht- 
vorhandensein der 2 Punkte bewirkt dann, dass die Characteristik gestôrt wird. 
Es sei GIM*_ Z , also auch G 2 . Eine Ebene T, welche in S einen Zweig von G 2 
berùhrt, mussf einer Ebene entsprechen, welche G t in 2 Punkten und G[ in einem 
Punkte schneidet, die alineirt sind. Hiezu ist nôthig, dass G' % und also auch G % 
die G x in derselben M?_ 3 berûhren, da G[ die G t in einer M?_ s schneiden muss, 
damit die Ordnung 4.3-4 (auf G x ) = 8 sich auf 4 erniedrige. Es mûssen die 
Ebenen durch S' S an dièse M,?__ s sich un ter einander und den Osculationsebenen 
in S oder /S' entsprechen, was nicht môglich ist. Also sind auch (7g und G % 
von der 2. Ordnung. Sie schneiden {G X G' X ) je in einer Jf r 2 _ 3 , aber nicht sich 
gegenseitig, damit die Ordnung 2.3-2 (auf G x ) = 4 auf 2 sich reducire. Sie sind 
also in einer invarianten M,?_ x enthalten. Die durch S' /S an dièse gehenden 
Berùhrungsebenen werden unter einander transformirt und es wird jedenfalls 

* Cf. même Note : Rendiconti Ist. Lomb. Ser. II, vol. XXVII, 8 November 1894. 
t Preisschrif t III. 
34 
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auch ganz invariante Ebenen geben. Dièse mussten eine cubisohe Transforma- 
tion b in a, (a x bi){a % b 2 ) , b s in a 3 , b t in a 4 enthalten. Da dièse àquivalent mit der 
inconstructibeln (r 8 ) ist, so ist sie selbst auch inconstructibel, woraus ich schliesse, 
dass die Gharacteristih im R r ebenfalls nicht constructibel ist. 

Y. Die Transformation /S" 3 in /S 3 , (G hl G[ tl ), (^i, 8^1,2); (*7i, s^ï, s) existirt 
nicht. Da in dem Fundamentalsysteme immer die G 1 , welche 2. Ordnung ist, 
der G x entspricht, welche 6. Ordnung ist, so folgt, dass aile 3 G 2. Ordnung sein 
und sich in M?_ s schneiden mûssen, also in einer M?_ x enthalten sind, wenn die 
M?_ 3 nicht fur aile drei dieselbe ist. In jedem Falle wird es aber invariante 
Ebenen durch S' S geben und da in der Ebene die biquadratische Characteristik 
b in a, {a t b^, (i = 1 .... 6) in keiner Form constructibel ist, so kann es auch die 
vorliegende nicht sein. 

§12. — Die typischen endlichen Gruppen von Transforrnationen. 

I. Die endlichen Gruppen von Collineationen im R 3 oder B r sind noch nicht 
bekannt. Es ist hier nicht der Ort, ûber die Anfânge zur Lôsung des Problèmes 
zu sprechen. 

II. Die quadratischen Gruppen mit (GG 1 ). Particulâre Formen derselben 
habe ich bereits frûher* construirt und auch das Theorem ausgesprochen, dass 
jede solche endliche Gruppe die stereographische Projection einer Gruppe von Gol- 
lineationen ist, welche eine M? des B r + l in sich transformirt. 

III. Die Gruppen mit gemeinsamer Goincidenz (#«_i$tt_i) • Wie fur die 
ebenen orthanallagmatischen Gruppenf kann man nun auch hier beweisen : 

Theorem LIX. — Wenn eine M^_ x (S n ~ % ) eine Gruppe eindeutiger Gorrespon- 
denzen tràgt, welche in einer Gruppe von Gollineationen unter den Stralen von (SS') 
enthalten ist, und ûberdies der BerûhrungsJcegel aus (S/S') in lauter quadratische 
Kegel zerfâllt, so kann man auf unendlich viele Arten eine endliche Gruppe von 
Transforrnationen gegenwàrtiger Art bestimmen, welche dièse Gruppe von Gorres- 
pondenzen enthalten. 

Die endlichen Gruppen von i2 r _ 1 , welche hier benôthigt sind, sind, wie 
schon in §11 erwâhnt, noch nicht bekannt. Jeder Klasse solcher Gruppen wird 

*Rendiconti Ist. Lomb. 8 Nov. 1894. 

t Cf. mein Buch : Théorie der endlichen Gruppen von eindeutigen Transforrnationen in der Ebene. 
Berlin, Mayer & Mûller, 1895. 
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dann eine Klasse gegenwàrtiger G-ruppen entsprechen. Eine particulâre Form 
dieser Gruppen ist jene, wo eine invariante M?_ l vorhanden ist. 

IV. Die Gruppen mit zwei (G G 1 ). 1. Unter den M?_ x durch G x , G % muss 
eine der bekannten 5 binâren Gruppen. entstehen und dièse muss fur den 1. 
und 2. Untertypus von §9 der Kreistheilungstypus sein, weil dièse die 
M?_ % : (r + T') ungeândert lassen. Wenn zwei eigentliche Kegel vorhanden sind, 
ist ùberhaupt nur der Index 1 oder 2 zulâssig. Fur den 3. und 4. Typus von IV 
§9 sind sowohl bei einem als bei zwei eigentlichen Kegeln aile 5 Gruppen 
môglich, da die Transformationen gerader Ordnung das i2 r _ 1 -Paar in jede M?_ x 
des Buschels, auch in einen der Kegel, verwandeln kônnen. 

2. Eine besonders wichtige Gruppe ist jene, wo aile M?_ x des Buschels 
invariant sind. Hiezu bedûrfte es aber vorher einer genaueren Kenntnis der 
Gruppen von Collineationen im B r , welche eine M?_ x invariant haben, von denen 
ich schon oben in II. Gebrauch machte (cf. unten n. 4.). 

3. Dagegen hat Herr C. Jordan (Liouv.-Journ. 1874) die Collineationen 
studirt, welche aile M?_ x eines Buschels ungeândert lassen. Hieran mûsste das 
Studium der Gruppen von Collineationen gefûgt werden, welche die M%_ x des 
Buschels unter einander vertauschen, in diesem Falle einfacher der Gruppen von 
Collineationen, welche G x , G 2 invariant lassen oder unter einander vertauschen. 
Gonstruirt man uber zwei solchen G x , G % irgend eine der m §11 erwàhnten, i/nvolu- 
torischen Transformationen mit (GG')(GG'), und verbindet dieselbe mit der Golline- 
ationsgruppe, so erhàlt man eine typiscTie Gruppe. 

4. Da zwei involutorische Perspectivitâten, welche eine Mf_ x fest lassen, 
nur dann eine endliche Gruppe geben. wenn ihre Centra conjugirte Punkte der 
M^- x sind, so kann man nun eine endliche Gruppe, wie folgt, construiren. Man 
mâche eine Punktreihe g x projectiv dem Bùschel von M?_ x und suche auf einer 
Geraden g % die zu ihr projective Punktreihe der conjugirten Punkte bezùglich 
der jedesmal entsprechen den M?_ x und benûtze sie fur dièse als Centra von Per- 
spectivitâten. Allgemeiner : Wenn man 2 , .... r — 1 , r + 1 Curven mit einer 
linearen oo 1 Reihe von Punktepaaren, -Tripeln, -Quadrupeln etc. Punkt-(r + 1)- 
tupeln construiren kann, deren Punkte jedesmal unter einander in Bezug auf 
eine bestimmte M?_ x des Buschels conjugirt sind und so, dass dabeieine projective 
Beziehung unter den »-tupeln und den JC?_i entsteht, so kann man jede Curve 
zur Construction einer Transformation nach §11. III. 3. verwenden und dièse 
Transformationen bilden eine endliche Gruppe. Mit dieser kann dann die Col- 
lineationsgruppe aus 3. componirt werden. 
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5. Eine allgemeine Méthode besteht darin, dass man die M?_ lt welche durch 

n — \ n — 1 

C 1 i , (7 2 2 S', .... S gehen, und deren lineares System durch die sâmmtlichen 
Transforrnationen der Gruppe invariant sein wird, als Abbildungssystem einer 
M r des R r ,, r'^>r, verwendet. Die Gruppe erscheint dann als Abbildung einer 
endlichen Gruppe von coïlinearen Verwandlungen unter den Punkten einer M r des R r , . 

V. Die Gruppen mit drei {G G') und zwei 8. Wenn in der Gruppe eine zu 
S 1 in 8, G' in G' % in G équivalente Transformation vorkommt, so sei sie auf diesen 
Typus reducirt. O, G{, G sind dann in einem Kegel, dessen Spitze, D, ein 
Doppelpunkt, mit 8', 8 alineirt ist. Fur aile weiteren Transforrnationen muss 
D invariant sein, auf der Geraden 88' also die Kreistheilungsgruppe entstehen. 
Keine dieser Transforrnationen darf also zu einer mit Characteristik des §3 
âquivalent sein, da sonst der zweite Punkt 8 ein Doppelpunkt sein mûsste. Die 
cubischen und biquadratischen Transforrnationen mit 8' in 8 haben aber (vide 
Preisschrift III.) nicht den Index 12, wâhrend 8' 8 hier eine Folge in einer 
Projectivitât des Index 12 ist, und sind ûbrigens auch nicht construirbar. Aile 
ûbrigen ferner sind auf dièse reducirbar und auf Transforrnationen mit zwei G, 
deren Index nicht grosse r als 4 ist. Es gilt also : 

Theorern LIX. — Die Transformation S' in S, G' in G[ m G tritt mit heiner 
anderen Transformation ûber dieser Figur in eine endliche Gruppe ein, ausser mit 
ihren Wiederholungen. 

Wenn eine mit dem Typus (GG')(GG') 2., 3., 4., oder 5. Ordnung âquiva- 
lente Transformation vorhanden ist, kann ebenfalls bewiesen werden, dass die 
drei G durch dieselbe M*_ 3 gehen und in demselben Kegel enthalten sind, welcher 
seine Spitze in einem Doppelpunkte D auf der Geraden 8$% besitzt und 
dessen Berûhrungsebenen aus S^ in den Punkten jener M?_ s berûhren. 
Dann gibt es eine unendliche Gruppe von Collineationen, welche die drei G in 
sich transformiren und aile Punkte von JS^ zu Doppelpunkten besitzen. Es 
gibt also auch Transforrnationen jeder der vorhandenen Characteristiken, wo die 
Ebenen durch S^ sâmmtlich invariant sind. Dann hângt also die Construction 
der Gruppe von der Construction der genau analogen Gruppe in der Ebene ab, 
wo dièse ùberdies drei convergente invariante Geraden besitzen muss. Auf S^ 
muss stets eine Kreistheilungsgruppe vorhanden sein und sollen zwei verschie- 
dene Transforrnationen mit derselben Projectivitât vorhanden sein, so muss es 
auch eine geben, welche auf S& Identitât besitzt, was nur eine Collineation sein 
kann. D ara us schliesse ich, dass nur cyclische Gruppen (in Verbindung mit der 
unendlichen Collineationengruppe) construirt werden Jeônnen. 
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Es bliebe das Vorkommen von Transformationen 3., 4. Ordnung mit (/Sj/Sg) 
oder {S 3 8Ç) zu untersuchen. Der 2. Fall wird wie V. in §11 behandelt und fûhrt 
wie der 1. Fall zu dem Resultate, dass nur Gruppen mit (SS') môglich sind. 

Die ùbrigen Gruppen sind solche, welche nur Transformationen enthalten, 
die einer Collineation oder der Transformation (OiC{), S' in S, innerhalb der 
Figur àquivalent gemacht werden kônnen. Aber auch hieraus kann bewiesen 
werden, dass die Figur dieselbe wie bei Th. LIX ist und die Construction also 
von jener der analogen ebenen Gruppe abhângig wird. 

Innsbeuck, Septeniber 1895. 



